序 


已 ,人 reyszig 所 著 的 Imrtroductory functional anaf- 
ysls Witna applications 是 一 本 具有 特色 的 泛 函 分 析 的 入 
” 门 书 。 在 内 容 上 ， 它 不 依 束 和 于“ 笑 变 函 数 ”、“ 浏 度 论 ” 作 
为 必要 的 基础 知识 ， 而 仅 以 一 般 的 高 等 数学 和 线性 代数 基础 
作为 阅读 此 书 的 预备 知识 ; 在 理论 上 保持 体系 的 完整 ， 论 证 
上 保证 地 辑 的 站 密 的 前 提 相 ， 力 求 通俗 男 懂 ， 庆 合 自学 ， 注 
意 侨 际 应 用 ， 使 泛 函 分 析 这 门 较为 抽象 的 学 科 变 得 易于 为 广 
大 工科 、 数 学 系 以 外 换 理 科学 生 ， 研 究 生 以 及 广大 科技 工程 
人 员 所 接受 。 

基于 上 述 特 点 和 国内 至 今 还 没有 此 类 泛 国 书 的 情况 , 刘 、 
徐 两 位 同志 对 该 书 进行 了 编译 ， 将 原 书 〈 共 十 一 章 及 三 段 队 
录 ) 间 700 页 篇 幅 的 的 洋洋 大 作 进 行 了 取舍 ,考虑 到 图 内 的 实 
际 需 要 ， 突出 了 基础 与 重点 ， 压 缩 了 内 容 ， 同 时 保留 了 原著 
体系 和 特点 。 此 外 ， 在 编译 本 中 ， 还 给 出 了 许多 典型 的 例题 
和 有 透 当 的 习题 ， 并 附 议 全 部 习题 的 解答 ， 有 利于 自学 。 

本 书本 作为 工科 和 茶 些 理科 〈 如 物理 ， 力 学 等 ) 学 生 、 
研究 生 学 习 泛 函 分 析 的 教材 和 参考 书 ， 也 可 作 广 大 工程 技术 
人 员 自 学 泛 函 分 析 的 参考 书 。 


定 光村 
于 南开 大 学 
1987 年 6 月 8 日 
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泛 函 分 析 是 近代 数学 中 一 重要 分 支 ， 起 源 于 古典 分 析 ， 
它 将 线性 代数 、 线 性 常 与 偏 微分 方程 、 积 分 方程 、 变 分 学 、 
逼近 论 中 具有 共同 特征 的 问题 进行 抽象 概括 ， 且 综合 了 代 
数 ,拓扑 和 分 析 结 构 于 一 体 。 泛 函 分 析 的 基本 概念 建立 于 本 
世纪 初 ， 成 熟 于 50 年 代 ， 其 内 容 已 渗透 到 允 近 论 、 偏 微分 方 
程 、 概 率 论 、 最 优化 理论 等 各 方面 。 近 十 几 年 来 泛 邱 分 析 在 
工程 技术 方面 的 应 用 日 益 广泛 和 有 效 ， 国 内 外 技术 科学 的 论 
文 、 专 著 常 引用 泛 函 分 析 的 内 容 和 方法 ， 获 取 学 位 要 通过 泛 
函 分析 考 试 ， 工 科 院 校 的 本 科 或 研究 生 要 开设 泛 函 分 析 课 
程 ， 因 而 我 国 迫 切 需 要 适合 工科 院 校 和 科技 工作 者 的 泛 函 分 
析 入 门 书 。 

本 书 是 在 工科 泛 函 分 析 教 学 实践 基础 上 ， 根 据 ERWIN 
KREYSZIG 所 著 “ 泛 函 分 析 入 门 及 应 用 ”一 书 编译 的 。 其 
特点 是 准备 知识 只 要 求 数学 分 析 与 线性 代数 ， 在 保证 内 容 系 
统 的 严谨 条 件 下 ， 避 开 实 变 函 数论 中 测度 、 乾 贝 格 积分 等 内 
窑 ， 所 需 集 论 与 拓扑 的 知识 在 附录 或 有 关内 容 中 给 出 。 在 概 
念 引 入 上 注意 其 实际 背景 ， 叙 述 与 证 明 上 做 到 严 遵 详尽 ， 并 
介绍 了 某 些 实际 应 用 。 本 书 附 有 习题 及 解答， 对 较 难 的 题目 
给 出 较 详 尽 的 解法 ， 对 较 易 的 给 出 题 示 。 这 些 都 有 助 于 科技 
工作 者 和 工科 院 校 学 生 克 服 学 习 近 代 抽象 数学 所 遇 到 的 困 
难 。 


本 书 是 泛 函 分 析 入 门 书 ， 书 中 包括 了 花 函 分 析 中 最 茜 本 
的 内 容 ， 度 量 空间 , Banach 空 间 与 Hilbert 空 间 的 性 质 及 有 
关 算 子 。 谱 的 理论 只 作 了 简单 介绍 。 

本 书 在 编译 过 程 中 ， 得 到 南开 大 学 定 光 桂 教授 的 热情 指 
叶 ， 对 全 书 作 了 校订 并 写 了 序 ， 在 此 深 致 谢意 。 

出 于 编译 者 水 平和 经 验 记 限 ， 不 足 和 错误 之 处 难免 ， 诚 
如 希望 读者 批评 指正 。 


编 者 
1987 年 8 月 


第 一 章 度量 空间 


度量 空间 是 实 直线 RR 的 推广 ， 其 在 泛 函 分 析 中 的 地 位 和 
作用 类 似 于 微 积分 中 的 实 站 线 R， 度 量 空间 对 数学 各 种 不 同 
分 支 中 的 问题 统一 处 理 提供 了 基础 . 

在 微 积分 中 许多 结果 不 依赖 于 实数 或 复数 的 代数 结构 ， 
而 只 与 两 个 数 x 与 y 之 间 的 距离 概念 有 关 . 例如 , 我 们 考 虑 极 
限 limf (x) = 1， 这 里 只 用 到 x 与 以 及 与 ! 之 间 的 距离 概念 


给 出 了 函数 极限 的 定义 ， 从 极限 概念 出 发 ， 从 而 引出 了 函数 
的 连续 性 等 重要 理论 ， 

本 章 将 在 一 般 抽象 集合 上 定义 距离 〈 度 量 ) ， 并 在 此 基 
础 上 研究 极限 、 连 续 和 完备 等 概念 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 


首先 定义 度量 空间 (1.1)， 它 是 一 集合 X 在 其 上 赋予 了 
度量 ， 这 里 的 度量 就 是 X 的 两 个 元 素 ( 点 ) 间 的 距离 函数 ， 
并 由 一 组 公理 规定 .这 些 公理 是 根据 实 直线 R 与 复 平面 C 上 的 
两 点 所 距离 而 抽象 得 到 .(§ 1.2) 例 题 说 明度 量 空间 是 广泛 存 
在 的 一 般 概念 ,研究 度量 空间 的 一 个 重要 问题 是 看 其 是 否 具 
有 完备 性 (》1.5) 及 如 何 使 之 完备 化 (; 1.6) . 另 一 概念 是 诬 
量 空间 是 否 具 有 可 分 性 ($1,3), 可 分 的 度量 空间 比 不 可 分 的 
简单 ， 


81.1 度量 空间 


在 微 积 分 中 研究 了 定义 在 实 直 线 尺 上 的 函数 及 其 极限 ， 
那里 的 极限 是 以 R 上 的 距离 作 基 础 定义 的 ， 而 RR 上 任意 二 点 
xX，y 的 距离 为 ， d(x，y)= lx-y|。 

在 泛 函 分 析 中 ， 我 们 将 研究 更 一 般 的 “空间 ”和 定义 在 
其 上 的 “函数 ”及 相应 的 “极限 ”. 因此 ， 首 先 应 将 RR 上 距 
离 的 概念 推广 到 一 般 抽 象 集 合 人 上 ,并 使 其 具有 R 上 距离 的 几 
个 最 基本 的 性 质 。 这 样 就 产生 了 泛 函 分 析 中 重要 的 基本 概 
念 . 

1.1-1 定 义 ( 度 量 空间 ,度量 ) . 度量 空间 是 由 一 非 空 集 
合 闵 与 一 度量 d 〈 或 称 做 距离 函数 ) 组 成 的 对 (X，d)， 其 中 
4 是 定义 @ 在 X xX 上 的 一 个 国 数 , 且 对 于 任意 2 2 z CA， 
有 : 
(M1) d 是 有 限 的 非 负 实 数 ， 

(M2) d(x,y) = 0 当 且 仅 当 x = y。 
(M3) d(x,y)=d(y, *)., (对 称 性 ) 
(M4) d(x,y) 和 qd (x,2) +d(z,y). (三 角 不 等 式 ) . 
下 的 元 下 Xx 称 为 点 ， 对 于 固定 的 x, y EX， 称 非 负数 d(x, 》) 为 
到 > 的 距离 ，(M1) 至 (M4) 是 度量 公理 . 

根据 (M4)， 我 们 用 数学 归纳 法 可 证 得 推广 的 三 角 不 等 

式 ， 


d (Xi1, xX») Sd (Xi, X:) + d (xX2, Xs) 十 *ee 十 d (X11 Xn) 


@@ 符号 x 表示 集合 的 笛 卡 儿 乘 积 , 六 x 民 表 示 必 里 元 素 的 所 有 有 序 对 的 集 
合 ， : 
4 


在 不 至 于 引起 混淆 时 ， 可 将 (X, d) 简 记 作 瑟 。 

对 于 度量 空间 (X,d) 的 任何 一 个 非 空子 集 Y ， 当 我 们 将 

d 限 制 @ 在 Y x YY 上 ， 即 在 Y xy 上 定义 函数 4 (%, y)， 使 
得 对 于 所 有 的 x, y €Y ， 有 ， 
d (xy y) =d (x, y) 

或 记 作 d =d | ， ， 那 么 ，d 是 了 Y 上 的 度量 , 称 (Y，df ) 为 


(已 d) 的 子 空间 ，d 称 做 4 年 了 上 的 导出 度量 . 
1.1-2 例题 
【 例 1 】 妈 失 是 所 有 有 序 实数 对 组 成 的 集合 ， 定 义 ， 
di(Xyy) = 15 一 9 + |é2 — 7 
这 里 ，Y= (6&1，62)， y= (N11, 7), 证 明 d 1 是 久 上 的 一 个 度 
量 . 
证 明 由 于 5;，7; (j= 1,2) 都 是 实数 ，(M1) 至 (43) 显然 
成 并， 现 证 (M4)， 对 于 任意 Z = (61!/，64) EY， 有 ， 
di(x, y) = | 一 9 + [$2 — 72| 
二 |(é1 — 61) + (61— 70)1 十 | (5 — 62) 


+ (62 一 72)| 

< 和 |5-6el+le-9II + 人 一 | 
+ 已 2 一 ?| 

= (|51—61| + |62— 62|) + (lem) + és 
— 7 |) | 


=d1(X, 2) + di(z, y). 


@ 参阅 附录 1 中 关于 “限制 ”概念 的 论述 ， 


因此 di 是 X 上 的 一 讼 量 . 

【 例 2】 欧 几 里 得 (Euclidean) 空 间 尼 *. 这 个 空间 是 出 
所 有 ?个 实数 的 有 序 组 X= (51,0, 61) 2 = 《11 。o, 7 ) 等 
组 成 的 集合 ， 并 按 


d (%, Se (2) 


定义 欧 儿 里 得 度量 ， 则 R" 是 度量 空间 . : 
证 明 (M1) 及 (M3) 显 然 成 立 ， 荐 ，d (x, y) = 0， 
那么 ， 对 于 每 个 ;j， 有 


o<|si-n|<|E (1-0 =0 


所 以 ， 6;=7; (j=1, 2, »， 1 ) 9 有 ， =.y,， 反 过 来 , 易 
见 当 x = y 时 ，d (x，») = 0 ，(M2) 得 证 . 
在 证 明 (MM 汉 之 前， 先 证 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 ， 


(Babs) <(Eorr) (Eo 
这 里 a,，bs (k=1，2，…，) 均 为 实数 . 任 取 实数 1, 有 ， 
OH (CartAb,)’= ParoArab,+lb? 
ha= i k=1 -i R=i 


右 端 是 4 的 二 次 三 项 式 ， 它 对 于 4 的 一 切 值 都 是 韭 负 的 ， 故 其 
判别 式 不 会 大 于 零 ， 即 ， 


(0sbs) <( E00) (E03) 
成 立 ， 利 用 柯 西 不 等 式 ， 得、 


6 


在 RR" 中 任 联 x= (8419 yy = Gy 0, ?71) 2 二 (0 en) 
并 在 (3〉 中 ， 今 a = 656% 一 54，bs = 6 一 7%。 则 有 ， 
| 三 (| 二 | 三- 
-| : 
即 ， d(x, y)<d(l(x, 2) td(z, ») 
(M4) 得 证 .因此 ，R" 是 度量 空间 ， 

1 =1 时 ,RI= ,d(x，»y) = xy .n=2 肝 ，R?* 上 的 度 
量 为 d (X，y) = (61 一 200)?+ (5&2 一 72)*, 对 照例 1 ,它们 的 集 
合 是 相同 的 ， 但 度量 不 同 , 因此 , 严 与 例 1 中 的 (A，d)) 是 不 
同 的 度量 空间 .这 说 明 一 个 重要 事实 ， 在 同一 集合 上 可 赋 于 
不 同 的 度量 ， 构 成 不 同 的 度量 空间 . 

又 如 ， 在 爹 体 n 个 实数 有 序 组 所 成 之 集 上 ， 还 可 以 赋 王 
如 下 两 个 度量 ， 


d 1 (x%, y) = 工 日 | 


d. (xX, y) 一 TI ax 


1 


可 得 到 两 个 不 辐 的 度量 空间 ， 


1 


5 一 | 


如 果 在 尽 ' 中 ， 每 个 点 X = (和 二 ) 的 级 标 是 复数， 
度量 按 


i De (En (4) 
定义 ， 那 么 ， 用 类 似 的 方法 可 证 得 此 空间 按 度 量 (4) 为 一 度 
量 空间 ， 称 做 酉 空间 〈 或 称 为 x 维 复 欧 几 里 得 空间 》 ， 记 作 
C". 
【 例 3 】 有 和 界 数 列 空 间 !*”， 取 所 有 有 界 复 数列 作为 元 案 
组 成 集合 X， 即 对 于 里 的 每 个 元 素 *= (61, 5，…，)， 简 记 
作 x = (6&,;)， 都 存在 一 个 实数 C,， 使 得 ， 
ls [ 委 C。: (=]1，2，。… ) 
按 
(5 ) d (xXx, ») = SO 日 -| 
定义 度量 ， 其 中 ,y= (7,) EX,N = {1, 2 }, sup 表 示 上 确 
界 (最 小 的 上 界 @〉， 令 下 = (外 ，d) 则 个 是 度量 空间 . 
证 明 由 于 x= (56;)，y= (Di) 都 是 有 界 的 复数 列 ， 所 
以 ， 启 ; 一 ?7 (Jj = 1，2， …) 是 有 界 的 ， 并 存在 上 确 界 . 峻 ， 
d (x%, »y) = sup ls; 一 7;| 是 有 限 的 非 负 实数 ， 
由 x = y 推 出 d (x，y) = 0 是 显然 的 . 反 过 来 ， 若 ， 
d (Xi 7) = Su ;一 7;| = 0， 那么 ， 对 于 每 个 ;有 ， 
0 < |5; ~—7)l 5up é, 一 分 =0 
因此 ，5;=7;( =1，2， …). xx=y， 即 (M2) 得 证 ， 


em 一 一 .一 本 一 = 一 一 一 -一 - -一 一 一 一 


由 参阅 附 孙 1 中 关于 上 确 界 的 论述 ， 
2 


(M3) 显然 成 立 ， 下 面 证 (好 4)， 对 任 意 z = (人 ) EX 
有 ， z 
/=n = |(€; -0) + (Cj ~7))| 
<|é;-6;l + fo;—7,| 
<sup 6; ~— 2)| + sup 6; — 
(Ff =1，2，，…) 
因为 上 确 务 是 一 切 上 界 中 的 最 小 者 ， 所 以 ， 
Sup 本 一 下 <sup I8;— 6;| + sup 6 —”7,| 
奴 d(x, y)<dl(lx, z) td(z, »} 
从 而 证 得 个 是 度量 空间 . 

【 例 4 】 连续 函数 空间 C[o, 5]. 设 / = [ae，bJ 上 所 有 实 
值 连续 函数 x (1) 所 成 之 集 为 X， 对 于 任意 x (i) ，y (t) EX， 
定义 其 度量 为 
(5) d (x, »y) = max [x (1) ~ y(t)| 
记 CLa，5j]=(X,d)， 则 CLa, 5j 是 一 度量 空间 . 

证 明 (M1) 与 (M3) 显 然 成 立 ， 由 x= yy 立即 可 得 
d (x，y) = 0 ， 若 d (x，y) = 0 ,那么 ， 对 于 每 个 ! E[ay 6b]， 
有 

0 < |x(t) -yy()| <max x(D) -y=0 
于 是 ，x= 7y. 改 (M2) 成立 . 下 面 证 (M4)， 由 于 在 闭 区 间 
上 连续 函数 可 取 到 最 大 值 ， 因 此 ， 存 在 to。E[a，2J]， 使 得 
max 上) — yt) |=| x(t0) — y(t0)1 
< IX) -26 + lz(t0) ~ y (to)| 
<max X(t) -2 (1) |+ max Iz (1) ~ y (0) 
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邹 ， d (x, y)<d(x, 2) td (z, ») 
因此 ，C5c， 的 为 一 度量 经 间 . 
在 例 4 的 集合 和 上， 还 可 赋予 度量 


~ 上 
d (XxX, ») = | [X(t) ~ y(t)i df 


得 到 另 一 度量 空间 (XX，d) (证 明 留 作 习 题 ) 
[ 例 5】 离散 度量 空间 .对 于 任何 非 空 集合 ， 定 义 度 
量 如 下 ，x，y EA， 
0 ， % 二 人 
d = 
(X,Y (i XX 大， 
易 证 4d 满足 度量 公理 (M1) 至 CM4)， 因此 ，(X，d) 是 度量 空 
间 . 
此 例 说 明 任 一 非 空 集 台 都 可 以 在 其 上 斌 予 度 晤 使 之 成 为 
度量 空间 . : 


i. 证明 实 直线 是 一 度量 空间 ， 
2.d(x， wy) 二 (x 一 y)? 是 所 有 实数 组 成 的 集合 上 的 度量 吗 ? 


度量 . 
4. 求 出 由 两 个 虚 组 成 之 集 X 上 的 所 有 度量 , 再 求 出 由 一 个 点 组 成 的 
集 上 的 所 有 度量 . : 
5. 设 d 是 人 上 的 一 个 度量 ， 分 别 确定 满足 下 列 条 件 的 所 有 常数 
中 使 得 Rd 是 和 上 的 度量 ， 
(让) 使 得 d+ 是 革 的 一 度量 ， 
6. 若 4 是 由 共 项 值 政 0 和 1 的 序列 组 成 的 1” 的 子 空间 ， 那 和 ，A 上 
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的 导出 度量 是 什么 ? 
7. 证 明 由 Cx，y) = [1x(t) =-y(D1dt 定 义 的 度量 是 例 4 


中 集合 失 上 的 另 一 度量 . 

8 .证明 例 5 中 的 aq 是 一 度量 . 

9，(Hamming 距 离 ) 设 六 是 0 和 1 的 所 有 三 元 有 序数 组 的 集合， 
证 明 六 由 8 个 元 素 组 成 .有 d(x, yy) = “x 与 y 中 项 值 不 同 的 位 置 的 个 
数 ” 是 关上 一 度量 .( 此 空间 和 类 似 的 n 个 数组 空间 在 开关 和 自动 控制 理 
论 以 及 编 色 中 起 着 一 定 的 作用 ,d(x，») 通 常 称 做 x 与 7 间 的 Hamm 
inag 有 距离 ,) 

10 .证 明 推 广 的 三 角 不 等 式 (1) ， 

11 .利用 习题 10 证 明 . 

id(x, y)—ad(z, w)|aqa(x, 2)+d(y, wW). 

12 .利用 三 角 不 等 式 证 明 . 

Ild(x, 2) ~d(y, 2z)|<a(x,， »). 

13. (M1) 至 《M4) 可 用 另外 的 公理 代替 .例如 ,用 (好 2) 及 不 
d(x, yd(z, x) +d(z, ») 
可 推出 CM3) 及 (M4) ， 

14. 用 (M2) 至 (M4) 证 明度 量 的 韭 负 性 


S1.2 三 个 重要 不 等 式 及 较 复 杂 的 例题 
本 节 要 证 明 的 三 个 不 等 式 ， 在 理论 研究 和 实际 问题 中 是 
不 可 缺少 的 工具 .在 本 节 例 题 中 和 以 后 各 八里 要 多 次 用 到 它 
们 . 
1,2-1 荷 尔 德 (H61der) 不 等 式 . 设 p>1, 池 tl. 
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二 + 有 ,<+o0， 那么 ， 


3 Em < (BP, le ) 全 nl) 
证 明 Sut 则 f 一 人 ， 对 于 任意 正 数 w， bp, 
有 《参阅 图 1 ) 


a | p 1 
ap<| rtdt+| ui lidu= - + -人 (2) 


a 
0 


- 


图 1 不 等 式 (2) 之 图 示 。 其 中 @ 对 应 (2) 中 第 一 个 
积分 @@ 对 应 第 二 个 积分 


如 果 a= 0 或 6= 0，(2) 式 显然 成 立 ， 设 ( 合 ) 与 (7)) 
满足 

5 El!=1, > |=1 (3) 
今 ， C 二 Ej， p= 四 代入 (2)， 得 ， 

Pr 1 ~ ? 1 ~ « 

0 < 后 +g Mi 
对 j 求 和 并 利用 (3) 式 ， 有 
12 


工 -1 (4) 


Al ad 1 
之 全 7 < 1+ gq 


今 取 任 何 非 零 的 x = (8&;) 与 y= (7;) 满 足 ， 
El'<+o 卫 ml'<+oo 上 且 令 
PE 
二 (习作 ?YZ 7 = (5 1T177 
则 它们 湛 足 (3)， 将 (5) 代 入 (4) 得 H6lder 不 等 式 
3 Emi<(E Et) (Hm) 
了 一 1 =!1 mi ” 


当 户 = g= 2 时 ，(1) 成 为 
1.2-2 柯 西 - 许 瓦 兹 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 
1 2 


> Emnl<(B El:) (hl:) 


1.2-3 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 
习 Inil*<+co， 那 么 ， 有 


(5) 


(6) 


议 2b 之 1， > 5s;| ?之 +o%, 


Ea 1 之 和 
| 
+ 1 ;| ) (7) 
证 明 ”对 于 p=1，(7) 显 然 成 立 . 设 p>>1， 
一 + 二 = 1， 令 oj = ;+ 从 ;, 则 
p 9 | } 1 
(8) 


lo;| ?= ls; +9 lol ?7! 
< le; loyl Ti+ 1, losl *™! 


对 从 1 至? 求 和 ， 并 利用 p=gq(p -1) 及 H5lder 不 等 式 (1)， 
| 13 


得 ， 
3, oS od +, il oil 
+ (2 四 ) (2 lm ,| en) 
= + 人 
BB) 
因此 ， 有 
ETD ND Dy 
(9) 
因为 了 上 i ?及 刁 ， i * 收 化 ， 所 以 ， 当 n>co 时, (9) 式 
正 凯 级 数 也 收 仇 ， 从 而 得 出 Minkowski 不 等 式 ， 
Bi ) (Ei) 
Bm) 
为 了 阅 明 度量 空间 的 概念 ， 黎 握 验 证 度量 公理 的 方法 ， 
竺 别 是 要 利用 一 些 技巧 分 证 三 角 不 等 式 (M4)， 我 们 再 给 出 


三 个 重要 的 范例 。 / 
1.2-4 ”空间 1* (jp 污 1).1? 是 忆 扩 用 方 可 和 的 数列 所 成 之 


集 ， 即 ， 每 个 x= (#;) E11， 均 满足 ， 
i Eil’<o0 
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对 于 任 臣 X = (5§;) El?, y= 071) Cy, 其 度量 定义 为 ， 
ot . 1 
d (2X， ») = (TD -i 7 ) | “10) 
试 证 是 度量 空间 


证 明 易 证 (MM2) 及 (M3) 成 立 ， 对 于 1z 中 的 任意 元 又 
X= (£;), y= (17;),2= (6)), 利用 Minkowski 不 等 式 ， 得 


dw = (En) < 
+ (2 [7 ;| 小 < 十 oo 
以 及 
dw = 
-| (8; — 61) + (07 一人) | 


< 人工 上 一 | ") 


i1=! 


+ (ZE [oe 站 
= d (Xx, 2) + d (2, ») 
故 证 明了 M1) 及 (M4) 成 立 . 
1.2-5 序列 空间 S，S 是 所 有 复数 列 (有 界 或 无 界 〉 组 
成 的 集 ， 其 度量 定义 成 


1 | 
d (x， y) = 2 TE (11) 


其 中 ，x= 全)，y= (1 验证 ?是 度量 空间 

证 明 由 (11) 定 义 的 d (x, y) 显 然 满 是 (M1)，、 (M2).、 
(M3)， 下 面 验 证 (M4)， 为 此 ，5i 进 为 煞 
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+ 
f(D) ay 


J 
由 于 f(1) = -二 Dr> 0，7(D) 是 单调 增加 的 ， 又 ， 


lo+0| 三 lal + 人 l， 所 以 


la+obl lol + 雪 | 
ltlatbl i+ lal + | 12) 
_ |al ol 
1+tle+tl 1+ lal+ lo 
|q 0 
1+|al * 1+ [ol 
令 2z = (&;)， 并 在 (12) 中， 置 4= 6; 一 6;， b=6; -7 
则 有 . 
En Ee 
1+ |E;—m| ~1i+ Ei;-éi Tl+t+ 6 二 人 | 


两 边 问 乘 以 17/2 后 ， 对 J 从 1 至 ce 取 和 ， 人 得 ， 
d (x, y) d(x, 2) + d (2, y) 
这 就 验证 了 了 (M4) 成立， 同时 证 得 3 是 度量 空间 
1.2-6 有 宫 函 数 空间 3 (4). 定义 在 集 4 上 的 有 界 联 数 
全 体 所 成 之 集 B(4)， 按 
qd(2 y) = Sup [x (1) ~ y (1)| (13) 
定义 度量 , 试 证 8B(A4) 是 度量 空间 ， 
证 明 显然 ， 由 (15) 定 义 的 d 满 足 (M1)、(M3). 今 证 
3 满足 (人 2)， 由 x = 3 推出 4 (x,y) = 0 是 显而易见 的 . 反之 
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如 果 d (x, y) = 0， 那么 ， 对 于 每 个 1 E4， 有 ， 
0 < IX) -yy(1)| <sup Ix(t) -yD)|=0 


于 是 ，%x= y. (M2) 得 证 . 
下 面 验证 (M4)， 对 于 每 个 LE4，Y、y7y、2 《也 ( 心 。 
Xt) -yb= |[x 0 ~-2(0)] + [z(t) -yy (i)] 
< |x(t) -2z)| + |2(1) -yy(0)| 
<sup x(t) -z(t)| 


十 sup |z(1) - y(t)| 
不 等 式 右 端 是 与 无 关 的 数 ， 根 据 上 确 界 是 上 和 寞 中 之 最 小 者 ， 
从 而 
sup x(t) 一 2 <sup [x (1) — z(1)| 


+ Su |z(t) ~ y(t)! 
让 d (Xx, y) <d (x, 2) + d (z, ») 
因此 ，B(4 是 度量 空间 . 


局 题 1.2 

1. 在 1.2-5 的 (11) 中， 利用 使 二 4 收敛 的 ij >0 人 代替 1/27 ， 试 证 
可 以 得 到 另外 的 度量 , 

2. 利用 (2) 证 明 二 正 数 的 几何 平均 值 不 超过 其 算术 平均 值 . 

3。 证 明 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 推出 

(|Eil tet [én 1) ?nC 81 ?+ + |]!|?) 

4。 找 一 收敛 于 零 的 序列 ， 但 不 属于 任何 人? (I 所 p<+ %). 

5。 找 一 序列 x= (8;)，xE€1?(p 之 1. 但 ，x 中. 

6. (直径 ， 有 界 集 ) 在 度量 空间 (X，d)》 中， 一 个 非 空 集 4 的 
真 径 5 (4) 定义 为 ， 0A) =Supd(x， ») 


如 果 8(4) < 达 %， 称 4 是 有 界 的 ， 试 证 若 A4cCB， 则 ，6(4) 坟 5(B8) 
7， 试 证 5 (4) = 0 (参考 习题 6 ) 的 充 要 条 件 是 4 为 单 点 
集 . 
8。 《两 集合 间 的 距离 》 度 量 空间 ( 半 ，d) 的 两 个 非 空子 集 A 与 
8 间 的 距离 D(A4，B) 定义 为 ， 
D(A, B) = infd (a, 65) 
. bEeB 
试 证 不 是 六 的 宫 集 上 的 度量 ， 
9。， 车 4 Bb ， 试 证 习题 8 中 的 DL4，B})= 0 , 其 逆 成 立 
凤 ? 
10。 点 x 到 《 半 ，d) 的 非 空 子 集 8B 的 距离 D(x，B) 定义 为 ， 
Dt{wx, B)= inf d(x, b) 


试 证 对 任何 x， y 人 说 ， 有 
D(x, B) ~ Dly, Bb) ldx, ») 
11， 没 《了 ，) 是 任何 一 度量 空间 ， 证 明 ， 


d(x,y) 


dX, y) = TTA y) 


是 XX 上 的 另 一 府 量 .并 证 明 久 按 度量 d 是 有 界 的 . 
12， 试 证 在 一 度量 空间 中 ,两 个 有 界 集 4 与 8 的 并 集 是 有 界 的 ( 定 
义 见习 题 6 ) | : 
13，( 座 量 空 间 的 积 ) 两 个 度量 空间 (X11,， di1) 与 (和;，，d;) 
的 第 卡 几 乘积 半 = 闫 |! x 车 ，， 可 用 多 种 方法 构成 度量 空间 ， 试 下， 
d(x, y)=di(x1s y1) +d2 (Xx2, »2) 
是 一 度量 ， 这 里 ，X= (Xi1，X2)， y= (Y1，3》2) 
14 ,证 明 由 


dx, W= vd ytd ya 
定义 的 4 是 习题 13 中 六 上 的 昂 一 个 度量 ， 
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15 ， 证 明 按 
d(x, Vmaxtdi(xr, y1), di (xy ya) 
+ 的 d 是 习题 13 中 革 上 的 第 三 个 度量 ， 


31.3 开 集 、 闭 集 、 领 域 


为 了 研究 度量 空间 中 极限 、 连 续 映 射 等 概念 ， 有 必要 研 
究 度 量 空间 中 一 些 重要 点 集 ， 其 名 称 我 们 沿用 读者 熟知 的 欧 
几 里 得 几何 中 的 术语 ， 
与 三 维 欧 几 里 得 空间 类似， 我 们 在 一 般 的 度量 空间 中 引 
进 开 球 、 闭 球 、 球 面 的 概念 ， 
1.35-1 定义 ( 球 与 球面 ), 设 (X,d) 是 一 度量 完 间 ， 
Xo CX, 实数 r >0. 称 点 集 
B(xo; +) = {x |X EXHAd (Xx, x%0) <r} 
为 以 Xo 为 中 心 ，r 为 半径 的 开 球 , 称 点 集 
再 (xs r) = {x MCA 日 dxxXo) <r} 
为 以 Xo 为 中 心 ，r 为 半径 的 闭 球 、 称 点 集 
S(xo 7r)={%|x EXHd(xX, Xo) =r} 
为 以 加 为 中 心 ，7 为 半径 的 球面 。 
由 定义 可 得 ，S (xoyr) = B (yoyr) - B(Xoy7) 
值得 注意 的 是 在 一 般 的 度量 空间 中 ， 球 和 球面 可 能 不 再 
具有 三 维 欧 几 里 得 空间 中 “ 球 ” 的 形状 .例如 ， 在 离散 度量 


空间 (X, d) 中 ， 球 面 S( xu 到 ) 是 空 集 亿 .而 开 球 卫 (xoy 训 ) 
与 闲 球 五 (xo 六) 为 单 点 集 {xo}。 
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三 度量 空间 (X,q) 中 , 集 MMCX 是 有 界 的 当 且 仅 当 存 在 
Xo 全 让 与 一 个 正 数 r， 使 得 CBCXo r) (征明 留 给 读 老 ， 
参看 习题 1.2 中 第 6 题 ) 

开 球 召 (xo 2) 也 称 做 氮 加 的 疆 邻 域 .如 果 必 (CA) 包含 x 
的 某 个 e- 邻 域 ， 则 称 做 % 的 邻 域 .因此 ， 若 六 是 % 的 邻 瑾 ， 
HNCM, 那么 ， 可 也 是 Xo 有 的 邻 域 ， 

下 面 我 们 引进 点 集 中 相关 的 两 个 重要 概念 

].5-2 定义 ( 开 集 \、 闭 集 ) . 设 C 是 度量 空间 的 子 集 , 如 
果 G 是 G 中 每 一 点 的 邻 域 ， 则 称 G 是 关中 的 开 集 ， 车 六 的 子 
集 ， 其 在 革 中 的 余 集 是 开 集 , 即 站 ‘= 一下 是 中 的 开 集 ， 
则 称 二 是 文中 的 闭 集 . 

如 果 度 量 空 间 XX 中 的 集 4 是 点 ,的 邻 域 则 称 X% 是 4 的 
内 点 .4 的 内 点 全 体 所 成 之 集 称 做 4 的 内 部 ， 记 作 4" 或 at 
(4)，jnt(4) 是 开 的 且 是 4 中 最 大 的 开 集 ， 

具 的 所 有 开 子 集 组 成 的 集 族 J 共有 如 下 性 质 ，， 

1.5-5 定理 设 / 是 度量 空间 XX 的 开 子 集 全 体 所 成 之 
集 族 ， 那 么 ， 

(T1) YY €J, X €J., 

(7T2) J 中 任意 多 个 元 素 的 并 集 是 TT 中 的 元 素 ， 

(7 3) J 的 有 限 个 元 素 之 交集 是 7 的 元 素 . 


证 明 (T1) 关 为 空 集 名 不 含 任何 点 ， 所 以 不 含 非 内 点 的 
”点 ， 这 就 证 得 名 EJ， 显然， 站 是 外 中 每 一 点 的 邻 域 ， 故 ， 
XEJ. : 


(T2) 设 G, (4 ED 是 和 中 任意 一 族 开 集 ， 令 G = UG, . 


对 于 任意 x EG， 则 有 4。E7， 使 得 xEG:,， 因 为 G,, 是 已 
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中 的 开 集 ， 所 以 ， 必 存 在 B(%; e) TG CC， 是， Xx 是 G 的 
内 点 ，G 是 x 的 邻 域 ， 由 于 Xx 的 任意 性 ，(72) 得 下 . 


(T3) 设 Gy.…;G, 是 卫 中 有 限 个 开 集 , 任 取 x en G, 


那么 ， x EG, (R=1.2,.,n), 由 于 G 是 开 集 ， 所 以 ， 存在 
B(XyE) CG R=1,2, «, n) 取 e = mint{esj， 则 e 汪 0， 且 . 
1<hen 


B(%ye) CG (h= 1,2,;n), 因此, B (X32) C 几 Gh, 这 说 明 
_ 几 G6 是 4 的 邻 域 ， 从 而 证 得 GE7. 

定理 1. 3-3 中 的 性 质 是 最 基本 的 ， 我 们 要 在 更 一 般 的 情 
况 下 考虑 任 一 集 蕊 的 子 集 构 成 的 集 族 7, 阁 7 满 足 公 理 (TD 
至 (T3)， 则 称 T 是 上 的 一 个 拓扑 ,对 于 给 定 拓扑 了 的 集合 
称 做 拓扑 空间 ， 记 为 (X， 站 )， 

现在 我 们 再 引入 两 个 概念 , 它们 是 相互 关联 的 , 设 A4 是 度 
脐 空 间 久 的 子 集 ，Xo EX (可 以 是 或 不 是 4 的 点 ) ， 如 琳 对 于 
任 敬 E 记 0， 球 B (Xos 5) 里 均 含 有 A 中 噶 于 Xo 的 扩 ， 则 称 Xo 是 A 
的 察 点 . 由 4 的 察 点 全 体 与 4 所 成 之 并 集 称 为 4 的 闲 包 ， 记 作 
A. 

值得 注意 的 是 ， 在 R' 中 开 球 B(xo37) 的 闭 包 B C7) 就 


是 闭 球 了 (xu rm) .但 在 一 般 度量 空间 中 这 一 性 质 不 一 定 成 立 ， 
关于 点 集 的 闭 包 有 下 列 性 质 . 
1.3-4 定理 . 设 4 是 度量 空间 蕊 的 子 集 ， 则 。 


(a) .4 的 闲 包 4 是 闭 集 . 
(5b). 4 是 包含 4 的 最 小 闲 集 ， 
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(c) . 4 为 闲 集 的 充 要 条 件 是 4 = A 
证 明 ， 
(a) . 记 4 的 附 点 全 体 为 D， 那 么 ，A4=AUD, 为 了 证 明 


4 是 闭 集 ， 只 须 证 4 "是 开 集 . 任 取 x EA4°， 则 x & D,x& A. 
必 存 在 B(x; se) 不 含 4 的 点 ， 且 BCxis) 中 的 每 个 点 都 不 是 -4 


的 聚 点 , 即 B(X; e) CA 与 B(xX3e) CD 站 :因此 ,BeC 4 
故 4 是 开 集 同时 也 就 证 明了 了 4 是 闭 集 ， | 
(6) 设 下 是 包含 4 的 任意 闲 集 ， 要 证 4 是 包含 4 的 最 小 六 


集 ， 只 须 证 4 CF .首先 我 们 用 反 证 法 证 明太 的 聚 点 均 是 的 
点 .车 及 的 聚 点 Xo 不 属 王 玉 ， 则 xo。 EF:， 因 为 ‘是 开 集 ， 
必 存 在 B(xo;e) CF:， 于 是 B (Xo3 s) 不 含 严 中 的 点 ， 这 与 2 
是 五 的 珍 点 矛盾 ， 因 此 ， 环 的 聚 点 均 在 环 中 . 由 于 4C 严 ， 根 
据 聚 点 的 定义 知 ，4 的 聚 点 均 是 豆 的 聚 点 ， 从 而 4 的 聚 点 都 


在 中 ，ACF. 由 (0) 知 4 是 闭 集 ， 即 证 得 4 是 包含 4 的 最 
小 闭 集 ， 

(c) 必要 性 , 若 4 是 闭 集 ， 则 由 (5)，4 是 包含 4 的 最 小 闭 
集 ， 因 此 ，ACA. 故 4=A. : 


充分 性 ， 著 4 = 4, 由 (a) 知 甩 是 闭 集 .所 以 4 是 闭 集 . 
下 面 我 们 将 微 积分 中 连续 函数 的 概念 推广 到 一 般 度量 空 
僻 上 ， z 
1.3-5 定义 〈 连 续 映射 ) 设 (X,d) 与 (Y, d ) 是 两 个 度 
量 空 间 ， 称 映射 7, 六 ->Y 在 点 x。 EX 连续 ， 是 指 对 于 任意 
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e>0, 存在 6 宝 0， 使 得 满足 d(x, x,) 二 0 的 所 有 XxX， 
d (Tx; Tx6) <e 恒 成 立 , 如 果 T 关 于 的 每 个 点 x 部 六 是 连续 
的 ， 则 称 了 是 连续 映射 “参看 图 2 ) 

连续 映射 可 用 开 

1.3-6 定理 ( 连 
续 决 射 》 度 前 空间 六 
到 度量 空间 了 中 的 上 映 
射 7 是 连续 的 ， 当 且 
仅 当 了 的 任何 开 子 售 图 2 1.3-5 定 义 中 的 不 等 式 在 
的 原 象 是 和 的 开 子 X=R1 与 Y = 玉 2 的 情况 
集 . 下 的 图 示 

证 明 . 必要 性 . 假设 TI 是 连续 的 ， 议 GCY 是 任 一 开 集 
且 Go 是 G 的 原 象 . 车 Co= 名 ， 则 Go 是 开 集 ， 寿 Go 天 风 ， 对 
于 任意 x。€Go， 存 在 yo。= 了 xo EG， 由 于 G 是 开 集 ， 必 有 开 
球 B (yo e)CCG， 因 为 了 是 连续 的 ， 则 有 的 一 个 9- 邻 域 
B (xo; 6) 有 映射 到 BCTxoye) 中 ,而 BxX02)CG， 所 以 、 
B(xo;0)CG 4, 故 Go 是 开 集 . 

充分 性 . 假定 了 中 的 每 个 开 集 的 原 象 是 久 中 的 开 集 . 则 
对 于 每 个 xs EX ,7xo 的 任意 =- 邻 域 了 (1 xoge) = G 均 是 开 集 ， 
于 是 由 假设 CG 的 原 象 了 -(G) 是 人 中 的 开 集 ， 且 xo ec7 (GG)， 
因此 必 有 xo 的 一 个 6- 邻 域 B(xo; 0)C7T™(G)， 即 B (xo3 0) 映 
射 到 妃 (7xo 8s) 中 ， 根据 定义 了 在 x, 点 连续 ， 由 于 xo。€ 广 是 任 
意 的 ， 从 而 证 得 了 是 连续 的 

入 面 我 们 利用 闭 包 3 进 稠密 集 和 可 分 空间 的 概念 

1.35-7 定 义 〈 稠 密集 、 可 分 空间 ) 设 M 是 度量 空间 蒜 的 


“7 


子 集 ， 如 果 

=X 
则 称 M 在 和 中 稠密 . 若 基 存在 一 可 数 D 子 集 且 在 中 稠密 , 则 
称 久 是 可 分 的 . 

由 定义 得 知 ， 如 果 对 在 三 中 稠密 , 那么 , 每 里 的 每 个 球 不 
论 半径 怎样 小 ， 都 含有 MH 中 的 点 . 

下 面 我 们 给 出 可 分 空间 与 不 可 分 空间 的 例题 . 

【 例 1】 实 直 线 RR 是 可 分 的 . 

证 明 因为 有 理 数 全 体 所 成 之 集 Q 是 可 数 的 ， 且 在 R 中 
稠密 . 

【 例 2】 复 平面 C 是 可 分 的 . 

证 明 ”因为 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 复数 所 成 之 集 是 C 
中 可 数 的 稠密 子 集 . 

{ 例 3】 空间 产 ( 委 bp<co) 是 可 分 的 ， 

证 明 ”这 里 1* 是 实 的 ， 设 MM 是 形 如 

Y= (Ni, Ng rg 0 0, ***, » 

的 所 有 实数 列 所 成 之 集 ， 其 中 n 是 任意 正 整 数 ，7; 是 有 理 数 ， 
则 M 是 可 数 的 . 下面 证 M 在 1 中 稠密 ， 任 意 x= (&;) E17， 


有 ， 呈 |8; | < 对 于 每 个 e>0， 存在 rz， 使 得 ， 


5 


bt er 
< 


f= 一 和 1 


由 于 有 理 数 在 RR 里 稠密 ， 对 于 每 个 8; (7 = 1、2…,#) 存在 有 理 


一 


由 可 数 子 集 概念 请 参 帮 附录 工 中 Al ,1. 
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pp 
数 77,， 使 ， 洁 ， ™ /| ?< 7 9 于 是 ， 


他 有 er 
-7,1 7 < 
| 2 . 
令 y= (N11, “0, 0, 0， “**) 区 | ， y€EM, 时 . 
2 全 Fp oo 
(aww | = 三- + ce 


因此 ，d (x, y)<e， 从 而 证 得 双 在 疡 中 稠密 . 

不 是 所 有 的 度量 空间 都 是 可 分 的 . 

【 例 4】 空间 站 是 不 可 分 的 . 

证 明 设 1* 中 其 项 值 7; = 0 或 1 的 序列 y= (3);) 所 成 的 集 
为 2， 则 ZCI"， 每 -y= 01)) EZ 都 对 应 一 个 实数 了 》， 其 二 
进 制 表示 式 为 


i 十 WE 十 | 


而 每 个 y Er0, 1)， 都 有 形 如 (*) 的 二 进 制 表 示 式 , 日 不 同 的 
分 有 不 同 的 二 进 制 表示 式 ， 由 <0, 1) 上 的 实数 是 不 可 数 的 ， 
所 以 ，Z 也 不 可 数 . : 

Z 中 任何 两 个 不 同 点 间 的 距离 均等 于 1， 以 每 个 yE2 为 
中 心 ， 以 173 为 半径 作 小 球 ， 这 些小 球 互 不 相交 , 且 有 不 可 数 
个 ， 车 以 是 j 中 任意 稠密 集 ， 那 么 ， 这 些 不 朋 交 球 的 每 一 个 
必 含 有 的 一 个 元 素 ， 因 此 ，MM 是 不 可 数 的 ， 即 1* 的 任意 黎 
密 子 集 均 不 可 数 ， 从 而 "不 可 分 . 
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二 题 1.3 


1. 证 明度 量 空间 中 〈a) 任意 开 球 是 开 集 《65) 任意 闭 球 是 财 
集 ， 
2, 分 别 指出 RR 上，C 中 开 球 B(xo;1) 都 是 什么 ?CL 一 1,1] 中 


xo= 于 的 开 球 有 | xo ; 土 ) 是 什么 ? 


3， 洲 虞 C[E0,2z] 上 上 的 元 素 x (tf) =sint, y(t) =cost 试 确定 最 小 
的 实数 r-， 使 得 3€ B(x;r). 

4。 试 证 任意 韭 空 集 4C(XX,q) 是 开 的 当 且 仅 当 其 为 开 球 的 并 . 

5。 证 朋 在 离散 度量 空间 里 ， 每 个 子 集 既 开 又 闭 ， 

6. 如 果 xo 是 集 4C(X oa) 的 聚 点 ， 试 证 xo 的 任 条 邻 域 中 都 包含 
4 的 无 穷 个 后。 

7。 写 出 下 列 每 个 子 集 的 闭 包 . (a) RR 上 全 体 整数 组 成 的 集 ; (上 天 
上 有 理 数 全 体 所 成 之 集 ; (c)C 中 具有 有 理 实 部 与 虚 部 的 复数 组 成 的 
集 ; (gq) 圆 盘 : {12112 1<1 <C, 


8， 举例 说 明 在 度量 空间 中 , 开 球 B(xo;7) 的 闭 包 3《xo;r) 可 能 不 
同 于 闭 球 B (xoy 7)， 


9, 证 明 4 cA4， A=A, AUB=A UB,， ATBAN B 
10. 不 属于 闭 集 凡生 (大 ,9g) 的 点 x 到 交 总 有 非 震 距 离 . (只 须 证 


:GE 4 当 且 仅 当 D(x, 4) =0, 这 里 4 是 XX 的 任意 非 空 子 集 .) 
11. 集 4 志 (XX,d) 的 边界 点 x 是 苹 的 一 个 点 (属于 4 或 不 属于 4 》 
且 x 的 每 个 邻 域 包含 4 的 点 同时 也 包含 不 属于 4 的 点 .4 的 所 有 边界 点 
所 成 之 集 称 做 4 的 边界 . 写 出 下 列 诸 集 的 边界 ，(c) 届 上 区 间 (-2D， 
[ -1,1)，[ -1,13 (65)R 上 所 有 有 理 数 组 成 的 案 ; (c) 圆 盘 ， 
{Z 112Z 1<1} CC 及 
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{Z 112 I<1} OC, 

12，B[a.b] 《参见 $1.2 中 的 1.,2-6) (a< 达 5) 是 不 可 分 的 ， 

13。 证明 诬 量 空 间 关 是 可 分 的 当 且 仅 当 蔷 存 在 一 个 可 数 子 集 了 具 
有 如 下 性 质 .对 于 每 个 *>0 和 每 个 xEX， 存 在 一 个 yx EY， 使 得 
d(x,y)<e. 

14 。 试 证 映射 了 ， 工 -> 是 连续 的 当 且 仅 当 任意 闭 集 AM 和 7 的 原 
象 是 针 中 的 闭 集 ， 

15， 证 明 在 连续 映射 下 ， 开 集 的 象 不 一 定 是 开 集 ， 


81.4 收敛 , 柯 枉 (Cauchy) 序列 、 完 备 性 


我 们 知道 ， 在 微 积分 中 利用 RR 上 的 度量 定义 了 数列 的 收 
人 级 .类 似 地 ， 在 度量 空间 (X., dg) 中 利用 度量 d 来 定义 序列 的 
1.4-1 定义 《序列 收敛 ， 极 限 ) . 设 (x,) 是 度量 空间 
( 症 ,d) 中 的 序列 ， 若 存在 x EX， 使 得 ， 
limd (x,. x)=0 


则 称 (x。) 歇 伍 ， 且 x 称 做 (x*) 的 极限 ， 记 为 ， limx ,= x 或 


xs 一 >Y。、 若 (x,) 不 收敛 ， 就 称 其 发 散 ， 

从 定义 可 看 出 ， 正 是 利用 了 度量 d 才 产生 出 实数 列 a, = 
中 (xxX)， 并 由 {as} 收 伍 到 零 定 义 了 (xs) 的 收 纹 ， 

值得 注意 的 是 ， 收 敛 序列 的 极限 x 必 为 空间 X 内 一 点 . 


1 1 1 
例如 ， 磋 = (0.1), Xs = 一， 二 0 人 (0.1), 那么 ,序列 ( 土 ) 在 
(0, 1 ) 里 不 收敛 . 
在 微 积 分 中 , 收敛 序列 是 有 界 的 , 并且 极限 是 唯一 的 . 收 
约 序 列 的 这 两 个 癌 知 的 性 质 可 推广 到 一 般 的 度量 空间 上 来 . 
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1.4-2 引 理 〈 有 界 性 ， 唯 一 性 ) . 设 (x,) 是 度量 空间 
(X,d) 中 的 收 伍 序列 ， 则 (xx 是 有 界 的 ， 且 极限 是 唯一 的 . 

证 明 ”假定 x, 一 xo EX， 取 =1* 则 在 在 正 整数 AN 当 n> 
六 了 时 ，aw(xoXo) 之 1， 邻 ，a = max{d (Xi Xu) +， 

d (xn, Xo) }， 那 么 ， 对 一 切 t1 条 ,qd (xxXo)<1+90. (x,) 
有 务 . 
若 x，y 都 是 (x,) 的 极限 ， 则 ， 
Oad(x, y) Ed (x, x,) +ad(xrs y) 
当 Pp->coe 上 时 ，dw (x, x,)—>0,， dix,,y)—>0， 因 此 d (x, y) = 0， 
即 x = y . 
1.4-3 5 引 理 ,如果 Xx,>x，y: 一 y， 那 么 ， 
d (Xr Y1) ->d (XxX, Y). 
证 明 利用 $1.1 中 的 公式 (1) 江 即 得 到 ， 
d (xs Vs) Sd (Xns X) + d(x, y) td (ys Ys) 
将 上 述 不 等 式 中 的 Xx, 与 *，y ,与 对 换 ， 得 ， 
d (Xx, y) <d(xy ya yr) t+d(yn, ») 
将 这 两 个 不 等 式 合 起 玉 ， 有 ， 
ld (Xx, ya) —d (x, y)| Ed (x,, x) +d (yr, 7y) 
Wn->oo 了 ,dd (x,, y,) —d (x, ») 

在 微 积 分 中 ， 数 列 (x,;) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 (Xx,) 满足 
Cauchy 准 则 ， 现 试 将 这 一 概念 移植 于 度量 空间 . 但 有 的 度 
量 空间 满足 Cauchy 准 则 的 序列 可 能 不 收敛 . 这 是 因为 这 样 
的 空间 不 具有 完备 性 ,度量 空间 的 完备 性 在 很 多 方面 起 者 重 
要 作用 ， 例 如 ， 方 程 解 的 存在 、 唯 一 性 ， 近 似 解 的 收敛 性 必 

算 子 理论 等 方面 , 这 也 正 是 微 积 分 为 什么 不 建 在 有 理 直 线 上 
而 建立 在 R 上 的 理由 
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1.4-4 定义 〈Cauchy 序 列 ， 完 备 性 ) . 议 (X,d) 是 度 
量 空间 ，(x,) 是 天 中 的 序列 如果 对 于 任意 8 之 0， 存 在 N= 
A (e) 二 0， 当 mo 0 时， 有 ， 

d (Xn Xr) <e (1) 
则 称 (Xx,) 为 Cauchy 序 列 〈 或 基本 序列 ) . 如果 X 中 的 每 个 
Cauchy 序 列 均 收 鳅 于 基 里 的 点 ， 则 称 半 是 完 省 的 . 

1.4-5 定理 〈 实 直线 、 复 平面 ) . 实 直 线 R 和 复 平 面 C 
是 完 和 省 的 度量 空间 . 

但 去 掉 实 直线 RR 上 的 一 个 点 4， 得 到 不 完备 的 空间 R - 
{a}。 更 进一步 , 当 去 掉 实 直线 站 上 所 有 无 理 数 得 有 理 数 集 Q， 
这 是 个 不 完备 的 度量 空间 . 

在 一 般 的 度量 空间 中 , 条 件 (1〉 不 总 是 收敛 的 充分 条 件 ， 
因为 空间 可 能 是 非 完 备 的 ， 尽管 如 此 ， 条 件 (1)》 仍然 是 序列 

1.4-6 ”定理 ( 收 伍 序 列 ) . 度量 空间 X 中 ， 每 个 收敛 
序列 必 为 Cauchy 序 列 ， 

证 明 车 xxX， 那么 ， 对 于 每 个 e 盖 0， 存 在 六 = N (e) 
0， 对 于 一 切 %x 和 NN， 使 得 ， 


d (x,, x) <E 
(x XI < 


因此 ， 当 9? 盖 六 时 ， 有 
d (Xns Xn) d(x, YX) +d (x, X,) < 2 
故 和 证 得 (x,) 是 Lauchy 序 列 . 
下 面 再 给 出 三 个 经 常用 到 的 且 . 与 收敛 性 、 完 备 性 有 关 的 
定理 . 
1.4-7 ”定理 ( 闭 包 ， 闭 集 ) . 设 M 是 庶 量 空间 (X，,aq) 
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的 非 空子 集 ， 邮 是 于 的 闭 包 ， 那 委 ， 
(a) x Ej 当 日 仅 当 内 中 存在 序列 (x。)， 使 得 yx。 一 %， 
(b〉 对 为 用 的 充 要 条 件 是 ， 著 xsvE M ，x, 一 XxX， 则 x 
EM. 


证 明 (a) 设 x EM， 车 xEM xx) 就 是 所 要 求 的 
序列 . 若 XYE 1M， 它 承 征 好 取 点， 因此， 每 个 球 B(x;1/n) 


(= 1 2 向 食 一 个 x， EM. 由 -一 一 0 (Nn->oc; NX, >X. 
友之， 如果 (x)CAM 有 xx， 则 x6EAf 或 x 的 每 个 邻 域 
23(xX 8) 包含 点 XxX: 天 XxX*， 后 一 种 情况 说 明 x 是 骨 的 一 个 察 点 ， 


由 闭 包 的 定义 知 ，x EM . 


(9) 利用 定理 1. 3-4 之 (c) , M 是 闭 集 当 且 仅 当 M = MM， 
再 由 本 定理 的 (c) 部 分 立即 证 得 (5》.， 

1.4-8 定理 〈 完 备 子 空间 ) .完备 度量 空间 X 的 子 空 
间 M 放 为 完备 的 ， 当 且 仅 当 训 在 关中 是 闭 的 ， 

证 明 访 放 是 完备 有 的 . 议 xX, EM,x: 一 xX, 由 定理 1.4-6， 
(X,) 是 用 中 的 一 个 Cauchy 序 列 ， 因 为 村 是 完备 的 ， 则 xE€ 
MM、 根据 定理 1, 4-7(b) 于 是 证 得 型 是 闲 的 ， 

反之 ， 设 计 是 对 中 闭 集 ， 且 (%) 是 M 中 任意 Cauchy 序 
列 ， 由 六 是 完备 的 ， 则 存在 xE€X， 使 得 x,->x. 因为 M 是 
闭 集 ， 根 据 定理 1,4-7(65)x EM， 从 而 证 明了 术 中 任意 Ca- 
uchy 序 列 均 在 邓 中 收 伐 ， 即 邓 是 完备 的 . 

1,4-9 定理 (连续 映射 )， 度量 空间 (X,d) 到 度量 空 


$0 


间 (7,d ) 中 的 映射 T"， 久 > 了 在 点 x, EX 连续 当 且 仅 当 

Xs 六 Xo 疮 涵 TX, 一 7 XxX 
证 明 ”假设 T 在 x 连续 ， 由 定义 1, 3-5 知 ， 对 于 每 个 e 之 

0， 存 在 6>0， 使 得 ， 
d (x xD)<6 草 涵 d (7x, Tx0) <s 

设 x，~>xXo， 则 存在 六 >>0， 当 "> 六 了 时， 
d (xX», Xo) <O 

因此 ， ” 当 n 室 和 时 ， 有 


d (Tx,, Tx0) <e 
这 表示 Tx: 一 了 Xo， 
有 反之， 假设 Xx, 一 Xo 蕴涵 。 Tx. 一 7 了 xo， 现 证 7 在 Xo 连续 . 
若 了 在 xo 不 连续 ， 那 么 ， 存 在 一 个 e>>0， 使 得 对 于 每 个 0>0， 
都 有 一 个 x 去 Xo， 注 足 


d (x, x0) <6, 但 dd (Tx, Txo) >e 


特别 取 6= 二 ， 则 有 x 使 


d (X») X10) < 二 但 ， d (TX,, { Xo) 之 8 


显然 ， 当 ?ce 时 ，x->Xo， 但 7x。 不 收 伍 于 7X. 这 与 假设 
x。->Xo 蕴 涵 Tx ,>Txo 了 矛盾 ， 因 此 ，7 在 x, 连 续 ， 

1.4-10 几 个 范例 的 解法 

【 例 1 】 如 果 (x.) 是 度量 空间 (XX,a) 中 的 Cauchy 序 
列 ， 且 存在 一 收敛 的 子 序 列 x,s-=X CX ， 则 xs 一 >X% (nm 一 > 


ce) 
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证 明 . 对 于 每 个 8 之 U ， 存 企 正 上 整数， 4 1 m>N 
时 ， 


d (xX,, Xn) < 


再 取 8 足 够 天 ， 司 得 同 之 N， 且 dx %) < 之 艺 因此 ， 当 n> 


2 时 ， 
d (Xn xX) Ed (x X TO XE 
Bl, xX,—>X. 
【 例 2】 若 (x,) 和 (y,) 为 度量 空间 ( 计 , qd) 中 的 两 Cauchy 
序列 ， 则 a = dg (xy 路 伍 ， 
证 明 . 由 于 (x。) 和 (y。) 为 Catchy 序 列 ， 则 对 于 任意 给 
定 的 e 盖 0， 总 存在 正 整 数 六 ， 当 2 n>>N 时 ， 


d (xX,, XxX»,) < d (Yn, y) < 


类 似 引 理 1. 4 一 3 中 证 法 ， 当 m，?>> 六 时 ， 有 
ix) — dd Xn Yn)| Ed Xs, Kn) +a CVn yn) 
<e / 
故 c, = qd 《xry ys) (=1.2…) 是 尺 上 的 Cauchy 序列 ， 由 人 完 
备 ， 所 以 ，ay, = d (xys) 收 化 
【 例 3 】 设 di 和 d: 是 同一 集 X 上 的 度量, 上 且 存 在 正 数 c 和 
p， 使 得 ， 对 于 所 有 2% yy 和， 有 ， 
ad i (x, y) ds (x, y) bd (x, y) 
试 证 (X,d1) 和 (X, d;) 中 有 同样 的 Cauchy 序 列 . 
证 明 .。 设 (x,) 是 (X,d1) 中 的 Cauchy 抒 列 ， 那 么 ， 对 
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于 每 个 给 定 的 2 之 0， 总 存在 正 整 数 A， 当 m, n> 时 ， 
d 1(X», 0) < 


所 以 ，da (xn, Xa) <bdi(X,, %.) <e. 
即 ，(%。,) 也 是 ( 久 ，qd2) 中 的 Cauchy 序 列 . 
大 (yu 是 ( 兴 ，dz) 中 的 Cauchy 厅 列 ， 则 对 于 任意 >0， 
存在 正 束 数 N， 当 m，z>N 时 
ds (yn, Ys) OE. 


因 此， CCY。， yn) 去 一 da(yw < 
故人 也 是 ( 人 从， qf1) 中 的 Cauchy 序 列 ， 


司 题 1.4 


i, 若 度 景 空间 半 里 的 序列 (xs)》 收 人 印 于 x， 试 证 《x，) 的 每 个 子 
下 列 Cxrp)》 也 及 你 于 x， 

2 .证 明 xs, 玉 x 当 有 目 仅 当 对 于 x 的 每 个 强 域 ，”， 均 存在 一 个 正 整数 
.9 使 得 当 n 之 ,时 ，xn EY， 

8 .证 当 Cauchy 序 列 是 有 界 的 ， 

4 .在 度量 空间 中 ， 试 问 有 轩 序 列 均 为 Cauchy 序 列 吗 ?收敛 蚂 ? 

5 .对 5| 理 1.4-3 给 出 一 间接 证 明 ， 

6 .利用 1,4-10 中 例 3 的 结果 ， 证 明 习 题 1,2 中 9 、10、11 各 度量 
空间 有 同样 的 Cauchy 序 询 ， 

7 . 利用 实 直线 不 的 完备 性 ， 证 明 复 平面 C 的 完备 性 ， 


8$1.5 例 丰 (元 备 性 的 证 明 ) 
在 本 节 我 们 将 给 出 革 些 度量 空间 完备 性 的 证 明 ， 这 些 空 
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间 在 理论 与 实际 应 用 中 是 经 常 遇 到 的 ,证明 的 步骤 大 体 是 : 
在 (XX，d) 中 任 取 一 Cauchy 序 列 (x,), 相应 选 定 一 元 素 x 作 
为 其 极限 考虑 ， 证 明 x EX 且 XxX, 一 >%X， 在 这 些 例 题 的 证 明 
中 ， 我 们 将 借助 定理 1.4-5 中 实 直线 尺 和 复 平 面 C 的 完备 性 . 

1.5-1 "与 C' 是 完备 的 

证 明 人 先 考虑 R"， 我 们 知道 ，R" 上 的 度量 ( 欧 几 里 得 度 
量 ) 为 

d (xX, 力 =| 忆 (5 052 

其 中 ，%= (E 5)，y= 490574)。， 在 KR" 中 人 和 任 取 一 
Cauchy 序 列 (Xn)， X= (En Eo oo Ete)) 

对 于 任 首 e 盖 0 ， 存 在 > 0， 当 Poy> 六 时 ， 


/ 
d (Xs, X,) = | 5 GE 了 ‘<e (1) 
jt 


因此 ， 对 村 7 = 1,2,*…n, 当 m， rN 时 ， 有 
[Ey ~ 8 站 <e 
这 说 明 对 每 个 国定 的 7/ (1s7 委 人 ， 序 列 (80，8542 …) 是 
Cauchy 实 数列 ， 知 其 收敛 ， 即 当 m 一 吕 时 ，5”>E， ER, 
利用 这 1 个 极限 值 定义 X= ($510,…，E1) 显然 ，x ER"。 在 4) 
中 令 r 一 ce， 当 和 > 人 有 时 
QtX X) EE 
故 证 得 X。 一 Xtm->co)， 并 证 明了 "的 完备 性 ， 
利用 C 的 完备 性 ， 并 以 上 述 同 样 的 方法 可 证 明 C "的 完备 
性 . 
1.5-2 空间 六 是 完备 的 
证 明 设 (x。) 是 大 中 任意 Cauchy 序 列 , 这 里 xs = (&1™， 
Eee) ，…，) ,已 知 普 上 的 度量 为 
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d (%, y) = sup li- 


其 中 ,x= (8,) EP y= (7;) Er 
对 于 任意 之 0 ， 存 在 六 > 0， 当 7m，2>A 时 ， 
d (Ya Xn) =Sdp | 一 E | <e 
对 于 每 个 固定 的 7， 当 mn 时 有 
< (2 ) 
因此 ， 序 列 (812 8 ，) 是 C 中 Cauchy 数列 ， 知 其 收 
化 ， 即 ， 当 mm 一 co 时 ，5” 5 EC， 利用 这 些 极限 值 , 定 义 
Xx (EI, E2, **.) 

在 (2 ) 中 令 n->co， 当 m%>> 入 时 . 

E97 ~ El <e («*) 
因为 x = 《EF € 太 ， 则 存在 一 实数 &,， 对 于 所 有 的 ;j， 满 
足 | 外 | 三 R。，， 因 此 ， 对 每 个 7 有. 

EE < Ey; ~ EF + IF) e+ Rk, (m>N) 
不 等 式 右 端 是 与 ;无 关 的 实数 ， 故 ， 证 得 (5;) 是 有 界 数 列 ， 
印 ，X= (5E,) C1*。 又 由 (w )， 得 ， 

d (x, X) = SUD | -El <e (m>N) 
这 说 明 当 m 一 < 有 时，x。n 一 x， 从 而 "的 完备 性 得 证 . 

1.5-3 空间 4 是 完备 的 .4 是 所 有 收 剑 复 数列 x= (£5;) 所 
成 之 集 ， 其 度量 d 是 由 空间 让 导出 的 . 

证 明 因为 C 是 1* 的 子 空间 . 考 能 证 明 C 是 闭 的 , 则 由 定 
理 1, 4- 8 即 可 证 得 其 为 完备 ， 

任 取 x= (E,) EC, 由 定理 1.4- 7 (a) 知 ,存在 X%, = (8 
EC， 使 Xx, 一 x 因此 ， 对 于 每 个 se 盖 0， 存 在 凡 >0, 当 n 宇 入 
时 . 对 所 有 7， 有 ， 

了 


69- 6 Sd YX X) < 


峙 别 是 ， 对 于 n= N 及 所 有 /不 等 式 也 成 立 ， 因 为 Yw = 41， 
sw), 9 EC 为 收敛 序列 ， 所 氛 ， 是 揽 平 面 上 的 Cauchy 邦 
别 ， 于 是 存在 一 个 Nb 当 j， k>N1 膨 ， 


此 
ls ~ EN) | < 


从 而 ， 当 j、.k&>N 时， 有 ， l 
Ey -Es lS -E01+t| EN -E01+ 全 人 一 < 


e 这 证 明了 序列 x= ($6;) 是 收敛 的 , 即 , x &C. 因为 x EC 是 
任意 的 ， 所 以 ，C 在 个 中 是 财 的 ， 

1.5-4 ”空间 1 是 完备 的 (这 里 是 固定 的 ， 且 1<p<^ 
+co) 

证 明 设 (x,) 是 空间 [中 任意 Cauchy 序 列 ， 这 里 ，*%。 
= (Ew) 6， ，)， 对 于 每 个 8 之 0 ,存在 一 个 NN， 当 mm， 
n> 和 N 时 ， 


dx = (DE ?) <e (3) 


对 于 每 个 j= 1;,2.…， 当 m，# 之 和 时 ， 有 
ES™) 一 E 人 9 <e (4) 
对 十 固 定 的 j， 由 (4 ) 知 ，(84D，&2. 7) 是 Catch 了 序列 ， 
因为 R 和 C 是 完备 的 ， 所 以 此 序列 收敛 ， 即 , 当 m->oo 时 ,6&7 
_E , ， 利 用 这 些 极限 值 ， 定 义 x= (1，52，*…) ， 下 面 证 明 * 
El1?, 日 , Xa->X,. 
由 (3)， 当 m，1 之 NN 时 ， 
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3 ~ 7 Te (R= 1 .2, ***) 
令 n 一 co, 当 m NN 时 ， 


3 本 一 (k= 1,2,.) 
现在 可 令 R->co， 则 对 于 mV, 有 
> £6 6,| Poe? (5) 


这 就 证 明了 x。-% EI? 因为 x。E1?， 由 8 1. 2 中 Minkowski 
不 等 式 , 得 ， 
X=X, + (X— xX,.) EI 
而 且 ， 由 (5) 得 ，d(xa，x) 委 e 即 X,.->X(m>00) 因 为 (x,) 
是 大 中 任意 Cauchy 序 列 ， 从 而 ， 太 完备 性 得 证 ， 
1.5-5 空间 C[a,b] 是 完备 的 . 
证 明 设 (x,) 是 CLa,5j 中 任 合 Cauchy 序列 ， 则 ， 对 于 
任意 e 0， 存 在 入， 当 m，n 之 入 时 ， 
d (Xx,, xX.) = m ax [X(t) — x, (1t)| <e (6) 


因此 ， 对 于 任意 固定 的 1。€[a, 6]， 当 m,n 二 NN 时 
[Xs (tf0) ~ X(to)| <a8 
这 说 明 (Xi (0), Xz2 (40) ,，…) 是 Cauchy 实 数列 ;所 以 收 佣 , 即 ， 
当 m->co 肝 ，X。 (to) 一 x (to) 、， 以 这 种 方法 ， 使 每 个 i t[a, 5] 
对 应 一 个 确定 的 实数 X(t)， 从 而 在 [a, 2] 上 定义 了 一 国 数 x. 
下 面 证 XEC[la, 50]. 且 Xn->X. 
在 (6) 中 ， 令 n->co， 当 m 之 和 N 时 ,得 ， 


max IX (六 一 X (站 | <e 
t EL a: 8b) 


因此 ， 对 于 每 个 !€[a, 6J, 当 m 之 时， 


| xs (1) ~ x (1)| <e 
这 说 明 (x,) 在 [a, 5J 上 一 致 收敛 于 xX， 因 为 Xx, (t) 在 [o, 6] 上 连 
续 有 旦 一致 收效 于 x (1), 则 x (DD) 在 [a, 5] 上 连续 (参见 习题 9 )， 
即 x ECLa, 6j, 同时 证 明了 xX->x(m>co)， 从 而 ，C[a, 6b] 的 
完备 性 得 证 . 

在 前 面 及 这 里 ， 我 们 都 假定 函数 x (1) 是 实 值 的 ， 为 此 ， 
我 们 称 这 个 空间 为 实 C[a, 5]， 类 似 地 ， 当 我 们 取 定 义 在 [a， 
bj 导 RI 上 的 复 值 连续 函数 时 ， 得 复 C[Lo, 空间， 这 个 空间 也 
.是 完备 的 ， 证 明 与 前 面 几 乎 一样 . 

在 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 也 得 到 如 下 的 重要 事实 . 

1.5-6 定理 (一 致 收敛 ) .空间 Cr[o, 门 中 的 收敛 Yo~>X 是 
一 致 收 化， 即 ，(X。) 在 [a, 0 上 上 一 致 收 化 于 > 

因此 ，CLa, 5 上 的 度量 ， 有 了 时 称 为 一 致 度量 . 

下 面 古 非 完备 度量 空间 的 例子 ， 

1.5-7 多 项 式 . 设 铸 是 [0, 1] 上 所 有 多 项 式 所 成 之 集 ， 
对 于 任意 x,y EX， 其 度量 是 由 CL50,1] 上 度量 导出 的 ， 即 . 

d (%, y)= max lx (i) 一 (| 


则 (CX, dg) 是 非 完备 的 度量 空间 . 

证 明 因为 (了 ,dd) 是 C[0,1] 的 子 空间 ， 由 定理 1. 4- 8 ， 
要 证 ( 久 , qd) 是 非 完 备 的 ， 只 人 须 证 是 非 闭 的 ， 又 由 定理 1. 4= 
8 ,就 是 找 一 个 序列 (Xx,)CX。 有 晶 X, 一 x, 但 XX， 


了 
充 x 1 +fit tt t E[ 0, 1 
21 ni: / 
显然 ，X, EE (n=1,2.…)。 令 ， 
XD) a0 ltitem tt IE[L0, 1] 


那么 ， 对 王 任意 e> 0， 存 在 正 整 数 M, 当 nm>N 时 ，d (xX, 


= - = 1 + +oc<e 
和 vcr et Xn (DD CH) (n+ 1)! er 2)1 < 
XX(n->00), 人 和 但 x(t) =e' XX. 

1.5-8 连续 函数 ， 设 X 是 (0, 1 上 所 有 实 值 连续 孙 数 所 


成 之 集 ， 对 于 任意 Xx, YE 六 ,定义 度量 为 
do we) GD -ya 

_ 试 证 (X, d) 是 非 完备 的 度量 空间 . 

0 0<i<- 


2 2 2 mm 
二 + 让 sf 1 


XE K， (m= 1, 2"*), 因为 d (Xn, xX,) 是 图 3 中 三 角形 的 面 
1 
mt 


i mn I se i i i 
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积 ， 对 于 每 个 e> 0, 存在 入 > 二， 当 m, n>N 时 ， 
d (xoy Xr) = 六 全- 1|<e 
7 7 


因此 ，(*。) 是 下 中 的 auchy 序 列 ， 
. ”下面 证 此 Cauchy 序 列 不 收敛 ， 若 x (1) EX， 
且 ay) 一 > 0 (m00), 由 于 


d (Xn, X) -| [Xa (1) ~ X(t)| dt 


0 


=| Ix (tl dt + |xa lt) -x adt 
了 


+| Ii1~-x(f)ldt, 
| 


右 端 三 个 积分 均 是 非 负 的 ， 因 鉴 ,qd (xx) 一 0 蕴涵 每 个 积 
分 趋 于 釜 . 因为 假设 x (是 连续 的 ， 则 ， 


0 ， tcE C0, 六 ) 


X (1 = | 
1 
1 ， f 和 (3 1) 
对 于 连续 函数 这 是 不 可 能 的 . 故 (x") 在 XX 中 不 收敛 ,从 而 (X， 
d) 是 非 完备 的 . 


习 题 1.5 
1 。 设 o,5E 玉 ，a<6b ,证 明 开 区 疗 《4,5) 十 的 一 非 完备 子 
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和 印 间 .用 区 疝 [a,p] 是 完 亩 的 ， 
2 。 设 王 是 所 有 2 个 实数 的 有 序 组 x= 〈5， 5 ) 所 成 之 集 ， 
其 度量 定义 为 


d (XxX;,y) =mar|é;—7,;| 
1 jn 


这 里 ，y = 《71 ，F7r》， 证 明 (让 ，d) 是 完备 的 ， 
3 . 设 肖 c[* 是 由 至 多 含有 限 个 非 零 项 的 序列 全 体 组 成 的 于 空间 ， 
在 于 中 求 一 不 收敛 的 Catutchy 序 列 ， 从 而 ， 证 明 几 契 不 完备 的 . 
4 。 利用 定理 1.4- 8 证 明 习 题 3 中 的 凡是 非 宪 备 的 ， 
5 . 设 汪 是 所 有 整数 组 成 的 集合 ， 度 量 为 q (fi = Im 一 中 ， 
试 迹 其 为 完备 度量 空间 . 
6 . 在 实数 全 体 组 成 的 集合 上 ， 选 定 度量 为 
d (x,y) = larctxx ~—~arctgy| 
试 证 其 构成 一 非 完备 的 度 牙 空间 ， 
7 。 设 让 是 正 整 数 全 俯 ， 定 义 论 量 为 ， 
d (m,n) = 一人 | 


闻 


试 证 〈 ,aq) 是 韭 完 备 的 . 

8 、 证明 斌 是 x(a) =x (的 YEGCTo DO 沟 成 的 了 至 间 了 和 CEa， 
十 完毕 的 ， 

9 .加 果 [a,5I3 上 的 连续 函数 序列 (x，》〉 在 [a ,6] 上 一 致 收敛 于 
x， 则 授信 国营 <《 电 在 [a,5J] 上 十 连 继 的 试 证 这 个 定理 ， 

19， 证 明 敲 散 度 六 空间 契 元 备 的 。〈《 参 逢 1,1-2 中 例 5) 

11 .证 明 在 空间 S (参看 1,2-5) 中 ，x%m>x 的 元 要 条 件 龙 对 于 
所 有 7 = 1.2，，…， 引 2 -> 让， 这 里 xnw= (二 ) ,X= (8)) 

12。 利用 习题 11 结 集 ， 证 明 序 列 空 间 = 起 完备 的 ， 

SS 


1 i Xn (1) = < 


i 


Ne 
k 
二 一 
Wh 
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试 证 (x。) 是 1,5- 8 中 空间 廊 的 另 一 个 Cauchy 序 列 ， 
14 .证 明 习 题 13 中 的 Cauchy 序 列 不 收敛 ， 
15 . 设 趟 是 只 有 有 限 个 非特 项 的 实数 列 x = (£3y) 全 体 ， 共度 量 为 
d(x,y) = 富 ]8; 一 01， 这 里 y= (07 门 。 令 xs= (0 ) ， 其 中 ， 
1 /7’ 1 jin 
5 ~ . | 
0 1>n 
明证 (xn) 是 文中 不 收敛 的 Cauchy 序 列 ， 


81.6 度量 空间 的 完备 化 


我 们 知道 ， 有 理 直 线 Q 是 不 完备 的 ， 但 可 以 扩充 为 完备 
的 实 直 线 RR， 且 Q 在 R 中 稠密 . 扩充 的 一 种 重要 方法 是 , 把 
Q 内 的 Cauchy 数 列 ， 依 “可 能 有 相同 极限 ”分 成 一 类 , 收 级 
到 有 理 数 的 定义 为 R 中 有 理 元 素 ， 不 收敛 的 定义 为 R 中 的 无 
理 元 素 . 用 类 似 的 方法 ， 均 可 使 任 一 非 完 备 空间 完备 化 .为 
了 精确 地 阐述 ， 先 引进 两 个 有 关 的 冉 念 . 

1.6-1 定义 (等 距 映 射 ， 等 距 空 间 ) 设 和 = (X,d) 与 
= (各 ，d ) 为 度量 空间 . 

(a) 如 果 久 到 六 的 映射 "保持 距离 不 变 ， 即 , 对 所 有 xx， 
y 和 二， 

d (Tx, Ty) = d(x, y). 
则 称 了 是 等 距 映 射 ， 
(b) 如 果 存 在 一 个 立 到 关上 的 等 距 双 射 T7@, 则 称 天 与 六 
是 等 距 空 间 . 
因此 ， 等 距 空 间 从 度量 的 角度 上 看 ， 两 空间 至 多 是 它们 
@@” 双 射 最 一 对 一 的 满 射 , 参 网罗 东 1A12 喘 射 。 
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点 的 属性 不 同 ， 可 以 不 加 区 别 地 看 成 同一 抽象 空间 的 两 个 不 
同 模型 ， 

对 于 度量 空间 XX， 如 果 存 在 完备 的 度量 空间 分 = (分 ， 
A), 使 得 六 等 距 于 让 的 一 稠密 子 空 间 开 ， 则 称 分 是 下 的 完备 
化 空间 . 

1.6-2 定理 (完备 化 )， 任 一 度量 空间 X= (X,d), 必 有 


在 完备 化 空间 全 = (X,d), 且 在 等 距 意义 下 是 唯一 的 ( 即 ， 
车 X 为 任 一 完备 的 度量 空间 ， 并 存在 一 个 与 等 距 的 稠密 子 
空间 成， 则 廊 与 区 等 距 ). 
证 明 . 分 四 步 进行 ， 
(a) 构造 度量 空间 侈 = (Y, 人 
(5) 构造 一 等 距 喘 射 了 ， 和 -> 矿 玛 外, 日 ， 
产 = 今 
(c) 证 明 允 是 完备 的 ， 
(d) 在 等 距 意 义 下 ， 证 明 久 是 唯一 的 . 
现在 详细 证 明 如 下 . 
(a) 构造 入 = (名 人). 设 (x,) 和 (x) 是 度量 空间 天 中 
的 柯 西 序列 ， 如 果 (x,), (x!，) 满 足 ， 
limd (x,,*1) =0 (1) 


则 称 (x,) 与 (Xx!) 等 价 D, 记 作 (x,) 一 (x5 ， 设 福 是 由 全 体 柯 


PE -一 一 


Q@ 参阅 附录 ti 中 的 Al1.4， 


4 了 


西 序列 的 等 价 类 x ，》… 组 成 的 集合 ，(x1) Ex 表示 (x,) 是 
* 中 一 个 元 素 ， 或 称 (>,) 是 祥 的 一 个 代表 ， 对 于 任意 x，》 
EX 定义 加 
dx, 9) = limd(xn, ys) (2) 
其 中 ，(xw) EX ，(y)E9. 
首先 证 明 (2 ) 式 右 端 极限 存在 ， 由 
dx yaKEd(xs Kn) Fd (xm, Ya) td Ya Ve) 
得 ， d (xn Vr) dX Yn) SAX, Xn) + dVYny Yn) 
将 mm 与 % 互 换 可 得 类 位 不 等 式 ， 合 起 玉 ， 有 
ld (xo3 yw) 一 dx Ya)| Sd Xr Xm) + dyns yu)， 
( 3) 
因为 (x,), (y,) 都 是 Cauchy 序 列 ， 当 mm，n 足 够 大 时 , 可 以 使 
( 3 ) 小 于 任意 给 定 的 e 宝 0， 政 证 得 {d(x:, ys)} 是 上 auchy 数 
列 ， 又 尽 是 完备 的 ， 所 以 (2 ) 中 的 极限 存在 . 


还 需 证 明 ( 2 ) 中 的 极限 与 等 价 类 %* ，》 中 代表 (x,) ， 
(y4,) 的 选择 无 关 . 密实 上 ， 沙 (xx 一 (241)，,， (9 0) 一 《四 ,)， 那 


么 由 (1 ). 
id (xo, Ya) -Qu 和 dz) td(lys, 


W,)->0(0->co) 因 此 ,Limd(x，， ys:) =limd (2z,, Wn). 
人 个 \ AN 
下 面 证 (2 ) 中 的 d 是 XX 上 的 度量 ,显然 ，d 入 足 度量 公 
八 八 个 八 八 八 
理 (M1) 与 (M3), 也有 qd (x,x)=0， 而 且 ， 从 d (x,y) 
人 
= 0， 可 推出 (x) 一 (yw)， 从 而 ,= 交 . 所 以 (0M2) 得 证 ， 
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在 
d(x,s ys) Ed (x. Zs) +d(zs> yn) 
中 令 n->co 可 得 (M4). 


(6) 构 进 一 等 距 映射 T， 针 -> 瑟瑟 个 ， 并 证 明天 = 侈 . 
对 每 个 5E 瑟 ， 对 应 一 个 公 E 从， 目 ( 咏 忆 JE 台 ， 按 b -> 
= 了 b; 其 中 (b,b;…) 人 定义 一 映射 Tr， XW =T(X) 己 
党， 由 (2 ) 得 ， 

. 信 
dl , ) =d (b,c) 


这 里 (cyc…)E 6 ,cE 所 以 T 是 等 距 的 ,任何 等 距 映 射 者 
是 一 对 一 的 .因为 T(X)= 矿 ， 即 T 又 是 满 射 ， 因 此 ,与 WV 
是 等 距 的 [参看 定义 1.6-1(2))， 


我 们 证 明子 空间 天 在 倪 中 稠密 ,事实 上 ， 任 取 XE 药 ， 设 
(x.) Ex， 对 干 每 个 e>0， 存 在 正 整 数 N， 当 m，n 之 NN 时 ,d 


(Xs, b Xm) < .特别 有 ， 


d (Xns XN ) < (n>N) 
人 八 , 
设 (XNs XN" ) 二 六 则 ， x» EW. 由 ( 2 ) 得 ， 
八 八 八 € 
d (Xi Xn) = limd (x., XN)EF<s 
八 人 
这 就 证 明了 对 于 任意 x EX 的 每 个 e 一 邻 域 都 包含 的 的 一 个 元 


索 ， 因 此 ，1V 在 区 里 称 密 . 
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(c) 证 明 芭 的 完备 性 ， 没 (% ,) 是 分 中 任意 Cauchy 序 列 ， 
由 于 厂 在 及 中 称 密 ， 所 以 ， 对 于 每 个 *, 存 在 2 E ,使 得 ， 


八 ”个 八 \ 1 
d (x 本 外 Zs) < (4) 
由 三 角 不 等 式 ， 有 ， 
入 和 人 入 和 入 人 和 和 八 和 八 ， 人 八 
d(2,, Zn) < G( 2 。， Xx) +d (x 9 < +d 
人 
(x L 必 J, Zs) 


< 二 + (xy 和 十 一 
因为 (你 ) 是 Cauchy 译 列 ， 当 六 、7 是 够 天 了 时， 下 式 可 小 于 任 
意 给 定 的 e> 0 ， 因 此 ，(2 。) 是 Cauchy 序 列 ， 由 于 人, X -> 
WV 是 等 距 的 征 z。E1W 则 (ze。) 是 大 中 Cauchy 序 列 ， 其 中 zw 
-T-: 2 令 全 E 全 是 (z,) 所 属 的 类 ， 我 们 证 明 % 是 CX ，) 
的 极限 ， 由 (4 ) 式 ,有 ， 
八 人 八 人 


八 八 人 入 八 人 人 人 
d(xr3x ) Sd (Xr92.) +Q (2,., *) (5) 
1 入 人 入 八 
+ d(2,, X) 


八 八 八 
由 于 (2n) € X, 且 z2.EW,， 内 此 ， (Zss 2ay 。e) 人 2。 
不 等 式 (5 ) 变 为 ， 


八 个 人 1 , 
d (XXX )< + limd(z,, zn) 
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只 要 "足够 大 ， 右 端 可 比 任意 给 定 的 se> 0 还 训 小 ， 所 以 任 孝 
Cauchy 序 列 (x) 到 翁 在 入 中 都 有 极限 ， 于 是 驹 是 完备 的 
(d) 在 等 中 意义 下 ， 证 明 症 的 唯一 性 ， 若 达 =(X,d ) 是 


克 的 另 一 个 完备 化 空间 ， 则 和 等 距 于 天 的 一 稠密 子 空间 .从 
度量 和 角度 看 ， 等 距 空 间 是 不 加 区 别 的 因此， 我 们 将 蕊 看 成 


针 的 子 空间 也 看 成 他 的 子 空间 ， 且 视 六 在 个 和 多 中 稠密 。 从 
而 ， 对 于 每 个 xE X， 必 有 序列 (x,)CX， 使 得 在 全 中 ，x， 
->x， 所以， (xs) 是 XX 中 Cauchy 序列 , 同时 也 是 他 中 
Cauchy 序 列 ， 故 在 党 中 必 收 敛 于 某 个 元 素 公 ， 而 且 ， 当 x* 
给 定时 ，x 是 唯一 确定 的 并 与 (x,) 的 选择 无 关 ， 事 空 上 ， 
花 还 有 ，(x')C 完 ， 使 在 守 中 ，x1->x ， 但 在 惫 中 ， x! 一 x 
E 鲜 ， 则 有 ， 
4 Cx si ) = limd (x,, x!) =d (x ,xX)=0 

所 以 ，% = Xi ,于 是 作 久 到 估 的 上 映射”,:7 ,x =x ， 下 面 证 
明 T, 是 满 射 ， 对 于 任意 》EX， 必 有 y， EX， 使 得 在 及 中 ， 
y。 一 》， 因 此 ，(y) 是 关中 也 是 全 中 的 Cauchy 序 列 , 故 在 芳 
中 必 收 化 于 某 y 。 显 然 有 ，7Toy = y , 从 而 证 得 了, 是 满 射 
此 外 ， 


个 TRToy y=d (x ,9 =limd (x 有 -了 CC， 
仙 了 0o 是 一 对 一 一 的 等 距 映 射 又 是 满 射 ， 因此 入 与 念 等 距 ， 
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图 4 定理 1.6- 2 的 图 示 


悦 题 1.6 

1， 如 果 耻 是 由 有 限 多 个 点 组 成 的 度量 空间 的 子 空间 ， 试 证 了 是 
完备 的 . 

2. 设 兴 是 一 切 有 理 数 所 成 之 集 , 试 问 按 度 量 w(x,y)= lx 一 yj 构 
成 的 度量 空间 〈 怀 ,da) 之 完备 化 空间 是 什么 ? 

3. 离散 度量 空间 * 的 完备 化 空间 怠 什 么 ? 《和 参 图 1.1-2 中 例 5) ， 

4。 若是 1! 与 让 ;是 等 距 的 ， 且 半 , 是 完备 的 ， 证 明 关 ,是 完备 的 ， 

5。《〈 同 胚 ) 如 果 一 个 连续 的 双 射 了 ， 抢 了， 其 道 隐 射 是 连续 
的 ， 则 称 过 是 一 个 同 蚂 ， 此 财 度量 空间 发 与 二 称 做 同 叹 的. 《a) 证 明 
如 果 和 与 Y 是 等 距 的 ， 则 它们 古 后 膝 的 ，(2) 幸 侦 匠 卜 一 完 和 名 的 与 一 
非 洁 备 的 度量 至 间 可 以 是 间 胞 的 ， 

6. 证 明 Cro,1] 与 Cr[a, Do] 是 等 距 的 . 


7. 如 果 〔〈X,d) 是 完备 的 ， 且 d =d/1+d， 试 证 (X,d) 是 


8， 证 明 习 题 了 中，《〈 广 , d ) 的 完备 性 董 通 〈X , d) 的 完备 性 . 

9， 如果 〈X ,d) 中 的 (xsn) 及 (x， ) 满 足 定理 1.6-2 中 的 (1)， 
且 x，>1， 证 明 (x，) 收 敏 并 有 极限 /|。 

10. 如 果 (x,) ，(xw ) 是 度量 空间 《 半 ,q) 中 的 收敛 序列 ， 
且 有 相同 的 极限 i 证 明 它 们 满足 定理 1.6-2 中 的 (1) . 

11. 证 明定 理 1.6-2 中 的 (1) 在 式 的 所 有 Cauchy 序 列 组 成 之 集 
上 定义 了 一 等 价 关 系 . 

12。 如 果 (x:) 是 〈 怀 ,ad) 中 的 Cauchy 序 列 ， 并 与 尺 中 的 
(x，!) 满足 定理 1.6-2 中 的 (1)， 证 明 (x，!) 是 和 中 的 Cauchy 序 
列 ， 

13。《 伪 度量 〉. 如果 函 数 dq: 半 x 半 二 呈 满 足 $1. 1 中 的 (MD，、 
CM3) 、 (M4) 太 
CM2°* ) d (x,x) 三 0， 

则 称 d 是 集 关 上 的 一 伪 度 量 .试问 度量 和 伪 度 量 之 间 有 什么 不 同 ? 证 明 
d (x, yy) = | 一 m1 是 有 序 实数 对 全 体 所 成 之 集 上 的 仿 度 量 .。 这 里 
X= (Ey) Y= (C7112)., 


14. 设 d(x,y) = | 1x(D 一 y(t)1dt， 如 果 六 是 : 


(1) [fo,5] 上 所 有 实 值 连续 函数 所 成 之 集 ， 
(2) [a,5] 上 全 体 Rie mann 可 积 实 值 函 数组 成 之 集 ， 
试问 d 是 六 上 的 度量 ? 或 是 伪 度 量 ? 
15. 车 《X ,ada) 是 伪 度 量 空 间 ， 称 集 . 
B(xoysr)= {xld(x, Xo)<r,xECX)} 
为 天 中 以 xo 为 中 心 ，r 为 半径 的 开 球 . 
试问 习题 13 中 半径 为 奎 的 开 球 是 什么 ? 
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第 二 章 赋 范 空间 . 巴 拿 赫 (Banach) 空 间 


在 第 一 章 中 了 是 究 了 度量 空间 ， 在 那里 只 涉及 至 间 的 度 
量 性 质 ， 度 量 属 于 集 的 几何 结构 ,但 第 一 人 音 的 很 多 空间 同时 
可 以 定义 元 素 的 加 法 和 数 乘 运算 ， 构 成 一 定 的 代数 系统 ， 这 
是 集 的 代数 结构 ， 本 章 所 要 研究 的 赋 范 空间 就 是 度量 与 代数 
结构 有 机 结合 的 产物 ， 它 共有 更 大 的 优越 性 . 赋 范 空间 、 特 
别 是 Banach 空 间 〈 完 备 的 赋 范 空间 ) 以 及 在 其 上 定义 的 线 
性 算 子 的 理论 是 泛 函 分 析 中 最 重要 、 最 基本 的 内 容 ， 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 


赋 范 空间 (2.2-1) 是 度量 依 范 数 定义 的 向 量 空间 
(2.1-1) , 范 数 是 平面 上 或 三 维 空 间 中 向 量 长 度 的 推广 
Banach 空 间 (2. 2-1) 是 完备 的 赋 范 空间 .任何 赋 克 空间 必 
有 一 Banach 空 间 为 其 完备 化 度量 空间 (2, 3-2》. 

在 赋 范 空间 中 ， 可 以 定义 和 使 用 无 穷 级 数 (§ 2.3) 

本 章 另 一 个 重要 概念 是 定义 在 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 ， 
算 子 是 莱 范 空间 和 4 到 赋 范 空间 了 中 的 映射 ， 从 赋 缉 空 间 夭 到 
数 域 RR 或 C 中 的 鼎 里 称 做 江 函 。 其 中 特别 重要 的 是 有 界线 性 
算 子 ($ 2.7) 和 有 界线 性 泛 东 《3 2.8) ， 定 理 2, 7-13 指出 
线性 算 子 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 有 蚤 的 ， 
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从 赋 范 空间 到 赋 范 空间 Y 中 的 有 界线 性 算 子 全 体 可 构 
成 一 赋 范 空间 (3$2.7) ， 记 作 8 (X,Y) ， 类 似 地 ，X 上 
所 有 有 寞 线性 泛 孙 亦 构成 一 距 旋 空间， 称 做 半 的 对 偶 空 间 ， 
记 为 X* (8$2.8) ， 

有 穷 维 赋 范 空间 比 无 穷 维 赋 范 空间 简单 ， 有 穷 维 向 量 空 
间 上 的 线性 算 子 可 用 和 矩阵 来 表示 (§ 2,6) ， 


82.] 向 量 空 间 


向 量 空间 在 很 多 数学 分 支 和 它 的 应 用 中 起 着 重要 作用 . 
在 研究 某 些 理论 和 实际 问题 时 ， 只 有 收敛 概念 是 不 够 的 ， 例 
如 ， 考 察 极 限 过 程 ， 若 没有 代数 结构 ， 只 能 研究 序列 的 收 
丝 . 一 旦 与 代数 运算 结合 起 来 ， 避 可 以 研究 无 穷 级 数 的 化 获 
性 ， 这 不 仅 在 内 容 上 大 大 丰富 了 极限 理论 而 且 也 是 某 些 应 用 
的 理论 基础 下面 我 们 引进 向 量 空间 的 概念 ， / 
2.1-1 定义 〈 向 量 空间 ) . 数 域 K 上 的 问 量 空间 X (或 
称 做 线性 空间 〉 是 在 其 上 定义 了 元 素 ( 癌 量 ) 的 两 个 代数 运 
算 的 非 空 集合 ， 这 两 个 代数 运算 在 : 
向 量 加 法 . 是 指 从 天 X 天 到 和 中 的 上 映射， (X,Y) 习 XxX+y 
(x+ y 称 做 x 与 ?的 和 ) ， 并 满足 
YXY+y=yX+xX 3yEX (加 法 交换 律 ) 
(x+y) +z=X+(y+z) xy 2EX， (加 法 结 
合 律 ) 
居中 存在 零 疝 量 0， 使 得 对 每 个 xEX， 有 
X+0O=xX 成 立 
对 于 每 个 x EX， 存在 -x EX， 使 得 


Xt+(—X%)=0 


2] 


数量 a (KK 中 元 素 ) 与 中 向 量 x 的 乘法 (简称 数 习 ) 、 是 
指 从 天 x 气 到 七 中 的 映射 : 
(a,X) 一 Qax (ax 称 为 4 与 x 的 乘积 ) .并 满足 ， 
a (bx) = (af)x, a,B EK, x EX (乘法 结合 律 》 
对 于 每 个 XEXW，1 EK， 有 
lxX=X 
QO(X+y)=axt+ay 

“BEK x,y EX (分 配 律 ) 

(CQ+D)X=aX+AX 

在 泛 函 分 析 中 ， 数 域 久 是 实数 域 尺 或 复数 域 C。 者 人 = 七 
了 时， 则 称 怀 是 实 向 量 空间 ， 著 六 = C 时 ， 则 称 了 是 复 问 量 空 
间 . 

读者 可 以 证 明 ， 对 于 任意 x EX ，a Et 全， 有 


ox=40 (10) 

a0=0 (1D) 

(~1)X= 一 区 (2) 
2.1-2 例题 


【 例 1】 在 R" 中 如 果 加 法 和 数 乘 定义 如 下 
X+Y= (SE1+ NI 0 Snt+Ds) 
QX= (aél, ***, QSs) 
这 里 X= (1, oo 60), Y= (MN 0 7) ER", 2 CR. 
那么 ，K" 成 为 一 实 向 量 空间 . 
类 仆 地 ，C-” 可 以 成 为 一 个 复 向 量 空间 . 
【 例 2】 Cfo, bl 是 实 向 量 空 间 ， 这 里 不 考 虑 其 几何 结构 
一 放量 . 只 卷 虑 代数 结构 ， 两 个 代数 运算 定义 为 ， 
(xX+ y) (= x + 
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(ax) (有 = ax (7) (a EAR) 
因为 x，y 是 [a;b1 上 的 连续 隙 数 ，Q 是 实数 ， 浴 而 ，x+ 和 
ox 都 是 [a,b] 上 的 连续 函数 。 即 此 空间 关于 加 法 和 数 乘 运 算 
是 封 阴 的 。 并 可 以 验证 它们 满足 加 和 量 饶 同 定 义 中 风衣 公理 。 
【 例 3 】 空间 1?(p 之 1)， 如 果 在 1* 中 定义 两 个 代数 运算 
Xty= (S11+n01 ES 十 72) 
QUX 三 (Q51) Q 吉 2 ) 
这 里 ，x= (1 Eye)yy= (112 pe) C1?,0 EK(K = 或 
K=C),， 则 由 Blaéxl ?= lol 2 < +ce 知 ，CXET 
由 Minkowski 不 等 式 可 得 X+y.E€1?， 即 在 关中 关于 加 法 和 
数 乘 运算 是 封闭 的 。 向 量 空间 诸 公理 成 立 是 容易 验证 的 ， 因 
此 ， 1 是 问 量 空间 . 
此 外 ，P、 有 (4) 按 通常 的 加 站 、 数 乘 运 算 均 构成 问 量 空 
则 ， 
现在 ， 我 们 来 介绍 与 向 量 空间 有 关 的 几 个 慨 仿 ， 
设 了 是 数 域 人 上 的 向 量 空间 ， 了 是 关 的 非 空子 集 , 如 果 对 
于 所 有 xXx，y EY， 及 任意 xc, 8 EK， 有 ，0x%+BytY， 则 称 
Y 是 式 的 向 量子 空间 例如 ， 玉 中 过 原点 的 直线 和 过 原 点 的 平 
面 均 是 尺 : 的 向 量子 空间 。12? 是 六 的 向 量子 空间 。 特 别 征 当 了 上 
= 上 灶 ，Y 称 做 半 的 假 子 空间 ， 当 了 去 六 (六 去 (人)) 时 ，Y 称 
做 半 的 真子 空间 ,每 个 向 量 空间 XX 都 有 一 个 特殊 的 子 空间 Y = 
{0}。 值 得 注意 的 是 向 量 空间 的 韭 空子 集 并 非 都 是 问 量 于 空 
间 ， 看 其 是 否 关于 两 个 代数 运算 封闭 ,如 , 民 不 是 C 的 癌 量 地 
空间 ， 这 是 因为 R 在 复数 战 上 关于 数 乘 运算 不 封闭 。 
设 外 是 数 域 K 上 的 向 量 空间 ，Xiy rs Xr 十 广 中 的 %w 个 
(有 限 ) 向 量 ，Q1， "Gs 全 ， 称 问 址 
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二 Xi 二 TO 
为 问 量 X1,，…，X; 的 一 个 线性 组 合 ， 或 称 X 可 用 x1!，…，x; 线 
性 表示 。 

对 于 非 空 子 集 MCSX， 玉 中 向 量 的 线性 组 合 的 全 体 称 做 
MM 的 张 成 。 记 作 SpanM， 显 然 ，MCSpanM， 且 SpanM 是 
及 的 一 向 量子 空间 。 

2.1-3 定义 (线性 相关 和 线性 无 关 )〉 设 XX 是 向 量 空间 ， 
M = {xX1, *, ijC4， 如 果 ai= a2= =0,= 0 是 使 
QiXit et X=0 (3) 

成 立 的 唯一 的 r 个 数 ， 那 么 称 好 是 线性 无 关 的 ， 如 果 存 在 不 
全 为 零 的 某 r 个 数 使 (3) 也 成 立 ， 则 称 放 是 线性 相关 的 。 

设 M 是 六 的 任意 子 集 ， 如 果 以 的 每 个 非 空 有 限 子 集 都 是 
线性 无 关 的 ， 则 称 集 内 是 线性 无 关 集 。 否 则 ， 称 M 是 线性 相 
关 的 。 

才 及 = {X1 2X7, } 是 线性 相关 的 ,那么 ， 硼 至 少 有 一 个 
问 量 可 表示 成 其 他 回 量 的 线性 组 合 。 事 实 上 ， 若 M 线 性 相 
关 ， 至 少 有 一 个 9; 去 0 由 (3) 可 解 出 ， 


a Qs Q -~ 
;二 ~-—i x!— 2 No 一 en —-— tix- 
Qj a 
Cx CO 
一 一 二 Xi + 一 生生 和 一- -一 一 
人 ; CO 


下 面 我 们 用 线性 无 关 与 线性 相关 的 概念 定义 向 量 空间 的 
维 数 。 

2.1-4 定义 《有 穷 维 与 无 穷 维 向 量 空间 〉. 设 X 是 向 量 
间 间 ， 如 果 存 在 正 整数 m， 使 得 厌 中 有 "个 向 量 xb …;x, 线 性 
无 关 ， 而 天 的 任何 w+ 1 个 向 量 均线 性 相关 ， 则 称 不 是 有 穷 维 
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名 量 空间 ， 其 维 数 为 rs， 记 作 dim 匀 =n， 特别 地 ， 车 X= 
- {9}， 规 定 也 为 有 穷 维 癌 量 空间 ， 上 且 dim{09} = 0， 非 有 穷 维 
向 量 空间 称 为 无 穷 维 同 量 空间 。 记 dimX=% 

例如 ，R"、C "都 是 n 维 向 量 空 间 。CL4,bj, 均 是 无 穷 
维 问 量 空间 。 

如 果 dimA = nm ， {eb…，e) 是 X 中 一 线性 无 关 集 ， 则 称 
{el…， es 是 和 的 一 个 基 。 

一 般 地 ， 如 果 刀 是 癌 量 空间 堪 〈 不 必 是 有 穷 维 的 ) 的 线 
性 无 关子 集 ， 且 SpanB= 关 ， 则 称 B 为 了 的 一 个 Hamel 基 . 

例如 ，R" 中 ，e1= (1,0,0.%…0)， es = (0, 1,0",0) "es 
= (0;0;0,**;1) 则 {B19 e292e1} 是 RR' 中 一 个 基 ， 设 p[a,5] 
是 [a;b] 上 多 项 式 的 全 体 与 数 0 构 成 的 问 量 空间 ,那么 , .1， 
ft， foo 是 ba 06] 的 一 Hamel 基 。 

每 个 向 景 空间 天 六 {0} 都 存在 一 再 amel 基 ， 对 于 有 穷 维 
向 量 空间 ， 这 个 结论 容易 证 明 。 对 于 无 穷 维 同 量 空间 ， 可 用 
第 四 意 的 Zorn 引 理 证 明 ， 

癌 量 空间 的 Hamel 基 不 是 唯一 的 ， 但 每 个 Hamel 基 的 基 
数 都 是 相同 的 《因为 证 明 中 需要 集 论 中 一 些 较 深 的 知识 ， 故 
证 咯 》， 这 个 基数 称 为 区 的 维 数 。 这 里 的 定义 既 包 含 了 定义 
2.1-4, 又 是 它 的 推广 。 

2.1-5 定理 ( 子 空间 的 维 数 ) 设 基 是 * 维 问 量 空间 ， 则 
X 的 任 一 真子 空间 了 的 维 数 小 于 n。 

证 明 。 若 n= 0， 则 和 = {90}， 这 时 外 没有 真子 空间 。 若 
n 大 0，,，dimY = 0， 则 Y= {0}， 且 dimY < 过 dim 针 ， 若 n 关 0 
dimy 关 0， 由 于 ，dimyY<dim 和 sp， 只 须 证 dimy 关 nm 假 
定 dimY =? 那么 了 的 每 个 基 也 是 愉 的 基 ， 由 的 每 一 元 
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可 上 该 基线 让 表示 及 了 为 一 子 守 间 , 改 xXE 了 了 上， 于 是 了 = 
这 与 YY 是 站 的 真子 空间 六 盾 。 因 此 ，dimY <n. 


汗 对 2.1 


还 要 尖 数 全 体 按 通常 的 如 术 得 效 且 运算 构成 一 维 实 回 量 空间 ， 

复数 公休 构成 一 纹 复 向 县 全 

2 .证 明 课 文中 的 (1a)、(168)、 及 (2).， 

3. 写 出 R33 中 甫 = {(1.1.1)，(0,.0.2)} 的 张 成 . 

4 .指出 下 列 避 ?的 子 集 吗 些 能 构成 ;的 子 空间 ， 这 里 ，* = ($1， 
$2， 83). 

(a)s1 = 、E3 二 0 的 所 有 XX 

(68)51 = 二 52 十 1 的 所 有 %， 

(c)5 >0, 61>0， 53>0 的 一 切 x) 

(Gd)E -522+ = (CR 为 常数 ) 的 x 全 体 ; 

. 证 明 {xiexe ，X;i = 天 是 C[ac,p] 中 一 线性 无 关 集 . 

1 :29 一 

6 ， 时 证 在 n 锥 向 旺 空 间 世 中 任意 xE 兴 ， 可 唯一 邮 表 示 成 已 知 
基 向 量 el ,…,es 的 线性 组 合 。 

7. 设 {e1,"…，en】) 是 复 向 量 空间 皂 的 基 ， 找 一 个 基 使 拉 成 为 实 
向 量 空 间 。 试 问 在 这 两 种 情况 下 ，X 的 维 数 古 什么 ? 

8 。 若 用 是 复 向 量 空间 苹 的 线性 相关 和 集 ， 当 义 按 习题 7 的 方法 成 为 
一 实 向 量 空间 时 ， 试 问 以 在 关中 是 否 线 性 相关 ? 

9、 定 义 在 区 间 [a,656]CR 上 的 所 有 次 数 不 超 过 "的 实 系 数 多 项 式 
及 x = 0 组 成 的 集 p[a,5], 证 明 以 通常 的 加 法 及 与 实数 的 乘法 构成 一 个 
+ 1 维 的 实 向 量 空间 . x = 0 与 次 数 不 超 过 n 的 [a,61 上 的 复 系数 多 项 


趟 全 体 构成 一 复 向 县 空间 笠 ，p[ ob] 是 区 的 子 空间 吗 ? 
10， 设 了 和 2Z 都 是 向 量 空 间 基 的 子 空 间 ， 证 明了 站 4 是 汉 的 隆 穴 
间作 是 否 是 羡 的 子 空间 ? 举例 说 明 ， 
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11.。 设 财 寺 4 是 向 量 空 间 民 的 任 一 子 集 , 证 明 S3pan 玉 定 飞 的 子 宝 
间 ， 
12。 证 明 所 有 实 二 阶 方 阵 构 成 一 向 量 空 间 习 .和 中 的 零 向 量 定 什 
人 么 ? 确定 dim 计 ， 求 出 说 的 一 个 基 。 给 出 证 的 子 空间 例 半 。 上 内 有 和 对称 
挎 阵 xE 六 能 否 形 成 子 空间 ? 所 有 降 秩 矩阵 能 构成 子 空间 吗 ? 
13，《【 乘 积 ) ， 证 明 同 一 数 域 十 的 两 个 向 量 空间 的 备 卡 儿 来 积 
太 二 人 1 XxX 义 ，。， 其 上 定义 代数 运算 
(Xi1s X2) + (yl, VY2)=(X1+ yi, Xi+ y2) 
a(Xxi, X2) = (Ux, CX,) 
后 成 为 一 向 量 空间 . 
i14， (次 空间 、 佘 维 数 ) 设 了 是 向 量 空间 XX 的 子 空间 ,xE€ XX， 称 
xt+Y= {vv=x+y，yEY} 是 x 关于 了 的 陪 集 , 证 明 这 些 不 同 的 
陪 集 形成 和 的 一 个 划分 .并 证 明 在 下 列 代数 运算 下 ， 
(x+Y)+(w+Y)=(xX+w)+Y 
ol(x+Y)=ax+tY 
以 陪 集 作为 元 素 构成 一 向 量 空间 ， 称 做 六 关于 了 的 莘 空 间 , 记 作 X/Y . 
dim (了 /JY) 称 为 了 的 余 维 数 , 记 为 codimY =dim(X/Y). 


(w+iy)+(xty)=(w 十 全 由 


(62) 
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2fX 十 用 六 = 2 


2 
7 
| Xp 
/ - 
sy (x+y) = x+y 
/ pp 
fsx 
(c) 


图 5 .(a)x+ 了 的 图 示 , (5) 商 空 间 中 , 疝 量 加 法 图 示 
(0) 痪 空间 中 ， 向 量 数 乘 运算 的 图 示 
15. 设 XX=R3, Y= {(51,0,0)|IEi1ER} , 求 X/Y ,，X/X， 
X/ {0) 


$2.2 赋 范 空间 ,Banach 空 间 


回 量 空间 很 多 也 是 度量 空间 ， 为 使 度量 与 代数 运算 结合 
起 来 ， 我 们 在 向 景 空 间 上 建立 向 量 的 范 数 ， 它 是 平面 上 和 三 
维 空 间 中 疝 量 模 的 概念 的 自然 推广 ， 并 由 范 数 定义 问 量 空间 
的 度量 ， 从 而 产生 了 赋 范 空间 ， 若 在 这 种 度量 下 赋 范 空间 是 
完备 的 ， 称 为 Ban ach 空 间 ， 

2.2-] 定义 ( 贼 范 空间 .Banach 空 间 ) 设 关 是 数 域 人 上 
的 向 量 空间 ， 在 X 上 定义 有 映射 X 一 玉 ，xF> 2 对 于 任意 
XxX、 和 Yt，Q EK 若 宵 足 

xl 之 0 (N1) 
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ixl = 0 当 且 仅 当 x=0 (N 2) 
lax| = lal lz CN3) 
x + vy) x) + yh. (NA4) 
则 称 jxj 为 x 的 范 数 . 称 (X, | ) 为 赋 范 空间 〈 或 赋 范 向 量 空 
间 ) ， 简 记 作 忒 ， 
在 XX 上 定义 度量 | 
d(x, y) = lx — yi (1) 
若 六 在 度量 (1) 下 是 完备 的 ， 则 称 关 是 Ban ach 空 间 . 
(1》 也 称 做 由 范 数 导 出 的 度量 ， : 


lx} 


图 6 三 角 不 等 式 (N 4) 前 图 示 
2.2-2 欧 几 里 得 空间 R" 及 西 空间 C"。 对 于 x = (61,*….， 

< 定义 范 数 

bE4 -( 民 村 + 17 = El + + El: (2) 
易 验 证 CN1)、(CN2)、(N3) 成 六 ，(ND) 可 由 MinkowsRi 
不 等 式 证 得 . 由 范 数 导出 的 度量 是 1.1-2 中 的 度量 (4) ， 
Y= C1 07,) 

d (x, 3) = x-y) = 11-D | ++ EC 
在 1.5-1 中 已 证 明 在 此 度量 下 尺 " 和 C "是 完备 的 . 因此 ，R"、 
C" 均 是 Banach 空 间 ， 
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特别 是 在 玉 : 中 ， 
lIxi = Ix| = VE +éE?+E! 
这 表明 向 量 的 范 数 是 向 景 长 度 这 个 初等 概念 的 推广 , 
2.2-3 空间 17 ( 避 之 1)， 在 1? 上 定义 范 数 ， 


ix! = ( z I ;| 0 X= (E;) E12， (3) 


易 验 证 (3) 满足 范 数 公理 (N1) 至 CN4)， 由 (3) 导出 的 度 最 
为 
的 17 只 
d (x, Y») 一 [x—y| 一 的 |é， —7 ,| | 
/在 这 个 度量 下 是 完备 的 《〈1.5-4 中 已 证 明 ) . 
故 17? 是 Banach 空 间 
2 2-4 空间 /是 Banach 空 间 . 容易 证 明 
(xl =sup é;| x= (86,) El® 
是 严 上 向 量 的 范 数 ， 并 且 度 量 | 
d (Xx, Yy) = sup 16; 一 了 | X= (cei)y，y= (7,) EL 
是 由 这 个 范 数 导 出 的 ，1" 的 完备 性 已 在 1.5-2 中 证 得 . 
2 2-5 空间 CLa,65] 是 Banach 空 间 . 在 CLa,0J 上 定义 
EX = max |x (i)| x€Cla,bl) (4) 


上 + 


可 以 验证 (4) 满足 (V1) 至 CN4)。， 并 在 (4) 的 导出 度量 下 ， 
CEL a 如 的 完备 性 在 1.5-5 中 昌 证 明 . 
2?.2-6 非 完备 的 典范 空间 .可 以 证 明 [L0,1]J 上 实 值 连 
续 国 数 全 体 ， 按 其 苍 数 
Ix| -| Ix (ft)| dt (5) 
成 为 一 赋 范 空间 .在 范 数 (5) 的 导出 度量 下 ， 是 非 完 备 的 
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《在 1.5-8 中 已 证 明 ) 
还 可 以 证 明 ，[La, 6] 上 实 值 连续 函数 全 体 ， 按 范 数 


jx = (| x 2d (6) 


构成 一 非 完 备 的 赋 范 空间 . 
赋 范 空间 是 度量 空间 ， 其 度量 由 (1) 给 出 ， 有 了 度量 ， 
就 可 以 研究 收敛 概念 . 
广 ( 人 是 赋 范 空间 中 的 序列 ，xEX， 如 果 ， 
3 iX, ~ Xl =0 


则 称 x, 依 范 数 收敛 于 x， 记 作 ， limx, =X, 或 ，X ,一 XX， 
由 定义 2,2-1 中 的 UY4)， 可 得 如 下 不 等 式 


vl ~ lxl | iy-%| (7) 
证 明 留 给 读者 (参看 习题 3 )， 不 等 式 (7) 更 洱 范 数 的 过 续 


性 ， 
在 赋 范 空间 中 , 加 法 运算 和 数 乘 运算 均 是 连续 的 , 议 广 是 
数 址 六 上 的 赋 范 室 间 ，(X,)、(y 才 是 文中 的 序列 , x、y€ 俯 ， 
Xx,，y,->»， 则 |， 
nV 
若 (0;) 是 上 中 数列 ，a: 一 a EK ，Xx, 一 xX， 则 
MN PN, 
证 明 ， 册 于 jx +y 一 (xX+y) lx: ~xi + ly. -yl 
—> 0 
办 此 X + Yn—>X+ YY, 
因为 jarxn ~axi jax. -axl+laex 一 cx 


= Ia jxXa — Xi+ lo. -Qo) jx 
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并 且 (c,) 是 收敛 数列 ， 故 有 界 ， 于 是 ， 
C ,YX ,一 >CX 
每 个 赋 范 空间 都 是 度量 空间 ， 人 但是， 并非 任 何 庶 量 空间 
的 度量 都 是 出 范 数 是 出 的 。 由 艺 数 寻 出 的 度量 需 满足 下 面 两 
个 性 质 ， 
2.2-7 引 理 ， 设 和 4 是 赋 范 空间 ，q 是 由 范 数 导 出 的 度 
量 ， 对 于 所 有 Xx, y,aE€ 和， 每 个 aEK， 则 有 ， 
(a) d(x+asyy+0) = d(x,y) (平移 不 变性 ) 
(b) daxyay)= jal d(xsy) (绝对 齐 次 ) 
证 明 d(x+a,y+a)=j(x+o)- (y+o)| = jx-yl 
= d (XxX, y). 
d (ax, ay) = jax ~- ay = lol lx ~ yl = lal d(x,y). 
例如 ， 序 列 室 间 >，1.2-5 中 我 们 曾 证 明 过 SS 是 度量 空 
则 。 其 度量 为 ， 
d (xX, y) = 工 ; 一 


(8) 


Is;—7;| 
了 媳 一 也 | 
这 里 ， 光一 (点 ，) ， = (7 ). 
不 难看 出 4 不 满足 (8) 中 的 (6)， 因 此 ，J 不 是 由 范 数 导 
出 的 度量 ， 即 S$ 不 是 赋 范 空间 ， 


耻 题 2.2 


1. 证 明 赋 范 空间 中 向 量 x 的 范 数 | x 是 从 * 到 9 的 距离 . 
2. 验证 平面 上 和 三 维 空间 中 向 量 长 度 满足 范 数 公理 (NV1) 至 
CN 4). 
3. 著 必 是 赋 范 空间 ，x.yEY， 则 ， 
yl -lxlisiy-xl 
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4， 证 明 ; “由 )|x*|]:=0 推 由 x=0” 可 代 林 (NN2) 
5s， 验证 2,2-2 中 的 (2) 满 足 (CN1) 至 (N44)， 
6， 设 民 是 所 有 有 序 实 数 对 X= 81，52)，y= 二 (9 41)，"*， 组 
成 的 向 量 空间 ， 证 明 ， 
lxl1 = [81| + |s,| 
[x| = (612+ 522}1/2 
lxl。=max {ls1|, 1s21} 
均 是 和 上 的 沱 数 ， 
7， 验 征 2.2-3 中 的 (3) 满足 (AN 1) 至 (N44).， 
8， 证 明 
上 xl = + + 二 | 
xl 人 人 十 [2 二 二 (l<p<+%) 
xie =max (ss ,1 [6|} 
构 是 2 个 复数 有 序 组 全 体 所 组 成 的 向 量 空间 上 的 苑 数 ， 
9， 验 证 2,2-5 中 的 (4) 满 足 (N ID 至 (AN4) ， 
10。 《单位 球面 ) 在 赋 汇 空间 中 ， 称 集 
z 上 xj =1 
1 xl,=1 
| xlz=1 
i xji=1 


图 7 习题 10 中 的 单位 球面 
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(0 1)= {xj lx1=1, xEX} 
为 单位 球面 , 试 证 由 习题 6 中 各 范 数 及 
|xls = (614 + £24)1/4 
所 确定 的 单位 球面 分 别 如 图 7 所 示 ， | 
11，《 卢 集 、 线 段 ) 设 4 是 向 量 空间 气 的 子 集 ， 如 果 x，YE 4 蕴 
活 / 
M= {zlz=ax+(l-a)y, XaRl} CA 
则 -4 称 为 凸 集 . MM 称 做 以 x、y 为 端点 的 闭 线段 。 试 证 在 赋 范 空间 中 ， 
用 单位 球 : 


Bo; D= {xl yxiel) 
| 


(上 集 (5) 非 耳 
图 8 西 集 与 非 凹 集 的 图 示 
12. 利用 习题 311， 证明 


pox)=(v | +v 1)。 


不 是 有 序 实数 对 x = (&1，#2) 所 组 成 的 向 量 空间 上 的 范 数 (请 参照 图 
9 中 (x) = 1 的 图 形 ) 。 
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bl 
“于 


图 9 习题 12 中 v(x) = 1 的 图 形 
13 .证 明 向 量 空间 XX 志 {9 引 上 的 离散 度量 不 能 由 范 数 导 出 。( 参 
阅 1.1-2 中 的 例 5) 
14 。 如 果 d 是 由 空间 反 六 {60} 的 范 数 导 出 的 ， 证 朋 
0 x =y 


d (x 4) 二 
( y)+ 1 xy 


不 能 由 范 数 导出 。 
15。 (有 界 集 》 证 明 赋 范 空 间 扣 的 子 集 旭 为 有 界 的 充 要 条 件 是 ; 
存在 一 个 正 数 C， 使 得 对 于 每 个 x€ 好， 有 
lxl < 
(有 界 的 定义 见习 题 1.2 中 的 第 6 题 ) 


82.3 赋 范 空间 的 另 一 些 性 质 
在 冉 范 空间 中 ， 既 有 代数 运算 ， 又 有 极限 运算 ， 因 此 可 
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以 引进 无 穷 级 数 的 概念 . 
设 (x,) 是 赋 范 空间 了 中 的 上 序列， 表示 式 ， 


Dm 


2 X= Xi Xt ot Xt oe (1) 
l=! 


称 做 赋 范 空间 所 的 无 穷 级 数 . 


SS, = Xi1+ Xs 十 ee 二 ns 


称 做 级 数 导 *; 的 部 分 和 ， 如 果 存 在 S EX， 使 得 
1$ -S.1-=0， 则 称 级 数 收敛 于 S，S 溃 做 级 数 守 x; 的 和 , 记 


如 果 数 项 级 数 史 x, 上 收敛 ， 则 称 级 数 工 x ;绝对 收敛， 


我 们 提醒 读者 ， 在 赋 范 空间 里， 绝对 收 全 地 收敛 当 且 仅 
当 针 是 完备 的 (参看 本 节 习 题 5 至 7) ， 
设 (e,) 是 赋 范 空间 六 中 的 序列 ， 如 果 对 于 每 个 x EX， 
存在 唯一 的 数列 (xc,)， 使 得 
|x -~ (alel + Qe + oe +ane,) | ->0 
则 称 (e,) 为 赋 范 空间 下 的 Schauder 基 . 


X= Gj;e) 
j= 1 


称 做 x 关于 (e,) 的 展开 . 

例如 ， 上 有 一 个 ochauder 基 (e,)， 这 里 ，e,= (56, ,;)， 
好 e, 的 第 ”项 为 1， 其 余 和 项 都 为 零 ， 

由 AN 定 是 可 分 的 (参看 习题 

， 反 之 ， 可 分 的 赋 范 空间 不 一 定 有 3Schauder 基 . P.E- 
和 了 一人 站 有 Sader 下 的 分 的 Le 
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空间 ， 

因为 赋 范 空间 是 度量 空间 ， 那 么 ， 关 于 度量 空间 完备 性 
的 一 些 结论 在 赋 范 空间 中 仍然 成 立 . 

赋 范 至 间 反 的 子 空间 了 是 指 民 作为 癌 量 空 间 的 子 室 间 ， 
并 日 Y 上 的 范 数 是 卫 的 范 数 在 VY 上 的 限制 ,车 了 在 关中 是 闭 的 ， 
则 称 了 是 的 闭 子 空间 . 

Banach 罕 间 针 的 子 空间 Y 是 指 XX 作 为 赋 范 空间 的 子 空 
间 ， 不 必要 求 Y 完 备 ， 利 用 定理 1, 4-8 得 到 如 下 的 定理 . 

2.3-1 定理 (Banach 空 间 的 子 空间 ) Banach 空 间 广 的 
子 空间 了 为 完备 的 充 要 条 件 是 集 Y 在 关中 是 闭 的 ， 

赋 范 空间 关中 的 (x,) 是 Cauchy 序 列 必 须 且 只 人 须 对 和 于 每 
个 : 记 0， 存 在 NN， 当 m，1 室 NN 时 : 

[xn -xs|<e / (2) 

'2,3-2 ”定义 ( 同 构 向 量 空间 、 同 构 的 赋 范 空间 ) 设 XX、Y 
是 同一 数 域 玉 上 的 两 个 向 量 空间 ， 如 果 存 在 六 到 了 的 双 射 7 
使 得 对 任意 xi，x EX，a, 8 EEK. 有， 

T(axi+ Bx) = 07 x1it TX: (3) 

则 称 XX 与 Y 是 同 构 的 向 量 空 间 . 

同 构 的 赋 范 空间 是 指 保 持 范 数 不 变 的 同 构 的 向 量 空间 ， 
即 ，4Txly = lxjx 和 (3) 都 成 立 . 

2.3-3 定理 (完备 化 ) 设 X = (人 ,外 力 是 赋 范 空间 ， 那 


么 ， 存 在 一 个 Banach 空 间 侈 ， 使 得 六 与 伪 的 一 个 稠密 子 空 


间 玉 V 同 构 .日 在 同 构 的 意义 下 , 公 是 唯一 的 ， 
证 明 根据 度量 空间 完备 化 定理 1,6-2， 存 在 一 完备 度 
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最 空 间 今 = (分, 人) 和 它 的 一 个 稠密 子 集 玉 ， 并 存在 一 等 路 
映射 4: 艺 -> 环 ， 因 为 这 里 的 不是 赋 范 空间 ， 首 先 要 把 父 变 


成 向 量 空间 ， 使 其 矿 为 公 的 向 量子 空间 ， 然 后 ， 在 从 上 定义 
范 数 ， 成 为 赋 范 空间 . 


人 八 八 人 八 
对 于 XxX，y 《< 失 ，X， ?是 汪 中 Lauchy 序 列 的 学 价 类 ， 


任 取 (xs) EX (ys) Ey, 令 z,=x+y， 由 于 

|z zn = (x+ya) ~ (xn 二 yo) six 一 %o + 
ly, - ye。 则 (z,) 是 居中 的 Cauchy 序 列 ， 于 是 (z。) 属于 某 
个 等 价 类 2 . 定义 % 与 》 的 和 为 ， 

八 \ 个 \ AN 

X+y=2 
2 与 人 、 人 中 代表 (x) 、(y,) 的 选择 无 关 ， 
类 似 地 ， 定 义 数 a 与 * 的 数 乘 为 

八 人 八 

X= 人 0 (aX,) Co 

人 与 中 的 代表 (x。) 的 选择 无 关 . 


不 难 验证 侈 是 一 向 量 空间 下面 验证 到 是 念 的 向 量子 空间 且 
与 WW 是 同 构 的 向 量 空间 . 


对 于 任意 *，》 EV，a，6 EK， 则 存在 x%，y EX 使 

得 (xx os) EY，(y, ys) E 仿 ， 由 候 上 两 个 代数 运算 的 
~ 人 人 人 

定义 知 ; (ax + Byyax+t py) EaX + By. 从 而 dX+By 


EW . 即 矿 是 分 的 向 量子 空间 . 
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对 于 任意 zyY，y EX,Q,B EK, 上 映射 4:XX 一 WV 满足: 
A(ax+ By) =aAx+BAy. 因 此 ，X 与 WV 是 同 构 的 向 量 空 
间 ， 

在 子 空间 矿 上 定义 范 数 

jx - G(X, 6) x EW. 
则 上 1 = ax， 0) =d(xyg) = jx % CC 
故 导 与 矿 是 同 构 的 赋 范 空间 .5 |"| ! 显 然 满 足 CN1) 至 (N4)] 
今 将 上 的 范 数目 扩 充 到 全 空间 人 ,对 于 X E 作 ,定义 
[Xl = 0 (CX,6) = limd (x,,0) 


Pe 


(x,) €X, 
上 > 显然 请 是 (V1) 和 (YY2) ,由 于 度量 d 是 由 范 数 导 出 
入 入 信人 信人 
的 .因此 ，j a x = d(ax, 0)= limd (ax,,a0) 
人 入 入 z 
= lal limd (x,,0) = lal | *|z, 这 里 ，(x,) €*, 于 是 
(N3) 得 证 ,由 范 数 i "的 三 角 不 等 式 ， 得 ， 
个 \ 人 改作 A 人 人 八 
|x + 四 =QxX+y0)= limd (xXx, 二 yeyb0) 
= limlx,。 +y,l 
<limlx,l + limly,l 


= limd (Xx,,0) + limd (yu 0) 


八 \ AAA 
= | x+ ly|;:, 
这 里 ， (xy EX (ys) E99 故 (N4) 成 立 由 于 
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八 八 人 
d (X,Yy)= limd(x,, ys) = limd (Xx, 一 y,» 0) 
入 入 人 和 人 
八 八 
= |x -yl: 


所 以 ，3 是 由 |-|: 导 出 的 , 因而 , 信 是 一 个 Banach 空 间 . 并 且 


可 以 证 明 ， 在 同 构 的 意义 下 ， 人 是 唯一 的 
例如 ，[a, 5b] 上 实 值 连 续 函 数 全 体 其 范 数 为 


jx | = (| * (Dradt) 


构成 的 赋 范 空间 的 完备 化 空间 是 Banach 空 间 LLa,b], 

对 于 熟悉 Lebesgue 积 分 的 读者 , 我 们 要 指出 ,上 [oa,5] 也 
可 以 用 直接 方法 得 到 ， 即 L2[a,b] 是 由 [a,b] 上 x() :的 
Lebesgue 积 分 存在 县 有 限 的 Lebesgue 可 测 孙 数 X(1) 的 全 体 
组 成 的 ,L:[a, 5b] 的 元素 是 函数 的 等 价 类 , < 等 价 于 ?是 指 Lx 人) 
一 yy (fj 在 [a,5] 上 的 Lebesgue 积 分 等 于 零 。 


习 题 2.3 

1。 证 明 空间 c 是 空间 1 的 向 量子 空间 (参看 1.5-3) , 并且 收敛 于 
零 的 数列 全 体 组 成 的 空间 co 也 是 1= 的 向 量子 空间 ， 

2， 证 明 co 是 六 的 闲 子 空间 ， 因 此 co 是 完备 的 . 

3， 在 /* 中 , 设 了 是 由 仅 含有 限 个 非 零 项 的 序列 组 成 的 子 集 ,证 
明 Y 是 1” 的 子 空间 ， 但 不 是 闭 子 空间 ， 

4。 证 明 赋 范 空间 半 的 子 空间 Y 的 闭 包 Y 还 是 的 向 量子 空间 ， 

5。 《绝对 收效 ) 举例 说 明 在 一 般 赋 范 空间 中 ， 级 数 的 绝对 收 伊 
| 4 1 | 上 十 lyzl +… 不 旨 注 级 数 y1 + y2 二 的 收 人 级 , (提示 ; 考 虐 习 是 
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8 中 的 了 和 (ys)， 这 里 ， ya (ne ) ， nw 三 六 ,79 0， 


《7y7 头 2) ， 
6， 如 果 在 赋 范 空间 关中 ,任何 级 数 的 绝对 收敛 总 蕴涵 级 数 收 全， 
证 明 义 是 完备 的 . 
7。 证 明 在 巴 拿 严 空间 中 ， 绝 对 收 钱 的 级 数 必 收 鳅 . 
3838， {Schauder 基 ) 证 明 蕊 斌 范 空 间 有 一 Schauder 基 ， 则 此 空 
间 可 分 . 
9，。 设 es = (6u; )， 证 明 (esn) 是 1? 的 Schauder 基 (这 里 
之 1)， 
10.。 《〈 拟 范 数 ) 向 量 空间 关上 拟 范 数 是 一 映射 p; 久 一 玉 , 且 满足 
82.2 中 的 (N11)、(N3)、(N4) ,证 明 
pd)=0 
[Ip ly)~-P(x)IEP(y -x%). 
(因此 ， 若 p(x) = 0 荔 涵 x =9， 则 pp 是 一 个 范 数 ，)》 
i11。 证 明 在 习题 10 中 ， 使 得 P(x) = 0 的 元 于 XE€ 和， 构成 本 的 


一 子 空间 N， 并 证 明 ， 对 于 *E XX/N， (参见 $ 1.2 习 题 14) x€ x， 


jo = PLx) 是 定义 在 六/N 上 的 范 数 ， : 
12. ( 商 空间 〉 设 了 是 赋 范 空间 (CX ，4， 上 ) 的 闲 子 空间 ， 证 明 ， 


八 
对 于 XEX/Y 


八 , f 
[xj = iaflxl 
相交 


是 和 /了 上 的 一 个 范 数 . 
13， 《 殉 范 空间 的 乘积 ) ， 如果 (人 1 本 (个 ) 
是 典范 空间 ， 证 明 
lx =max fx jx x=(x1，%2) 是 乘积 空 


间 必 =A xs 二 的 范 数 贱 | 
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$2,4 有 穷 维 赋 范 空间 及 其 子 空间 
有 穷 维 赋 范 空间 比 无 穷 维 赋 范 空间 简单 ， 它 具有 某 些 无 
穷 维 空间 所 没有 的 性 质 ， 这 些 性 质 对 研究 许多 问题 (例如 , 通 
近 论 、 谱 论 ) 是 很 有 用 的 ， 
下 面 的 引 理 是 推导 其 他 定理 的 基础 ， 
2.4-1 引 理 (线性 组 合 ) 设 式 为 一 赋 范 空间 ，{xieyx。} 
是 汉中 一 线性 无 关 回 量 集 . 则 存在 一 常数 C >0. 使 得 对 于 任 洛 
一 组 数 Q,…,0,, 有 
ilaixi + a2X2 to +t OsX CC a + + Ia)) 
: z (1) 
证 明 , 令 S= lcl +…+ las|， 若 S =0， 则 对 任意 常数 
C, (1) 均 成 并 , 议 >>0, 那么 ，(1) 等 价 于 


Bx + om + + Baxol >C Bi =01/s DIB 
=1) 2) 


因此 ， 只 须 证 (2) 成 交 ， 
用 反 证 法 证 ， 若 (2) 不 成 立 . 则 存在 序列 (y。) 


Vn 二 Bx 十 *o* 十 Bx, > hd = 1 
j= 


] 
jy.| < 一 0 (nco) 


由 于 之 BY =]， 有 1B 1,(; =1,2°°n), 


即 对 于 每 个 固定 的 ; = 工 .2…1z 序列 ， 
(8%) = (p90, PY, «ee) 
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有 界 ， 根 据 Bolzano- Weierstrass 定 理 ， (be)) 有 一 收 合子 
序列 (B4 sy》， 令 BDI (Reco)， 并 令 ( 人 (7 表示 (7 ) 
的 相应 子 序列 . 同 理 (B8Yr*) 也 有 一 个 收 钱 的 子 序 列 ， 令 Pp 表 
示 这 个 子 序列 的 极限 ，(yz, 表示 (y1,m) 中 相应 于 (BY 
的 收敛 子 序 到 的 子 列 , 这 样 进行 n 次 后 ， 得 到 (yw 的 子 序列 
(Yssm), : 


yn 六 加) Xi . yr 二 
1 = 
这 里 ， ry —»p; (全 一 > oo ) 因此 ， 


Snym ry = DB ,x) 
) 吧 


旧 忆 ro = 1， 得 己 16 放 =1 故 8 (= 1 2 由 不 全 为 办， 


因为 (xi,…,*,} 线 性 无 关 ， 于 是 ，y 夺 9, 另 一 方面 ， 由 范 数 
连续 性 ， 得 jy .|-> 上 yl. 但 [yw1>0,; 所 以 iy:, ,| 一 0, 由 数 
列 极限 的 唯一 性 ， 有 1y1 上 = 0, 因而，y= 这 与 y 夺 0 巴 盾 , 因 
此 ， 引 理 得 证 . 
2.4-2 定理 (完备 性 ) ” 赋 范 空间 让 的 每 个 有 穷 维 子 空 
间 了 是 完备 的 ,特别 是 ， 有 穷 维 赋 范 空间 是 完备 的 ， 
证 明 。 设 dimZ =n, {el,…, es,} 是 了 的 一 个 基 , (ya) 是 Y 
中 任意 Cauchy 序 列 , 则 每 个 y. 可 淮 一 地 表示 为 
ya=Q ert + QC, 
由 (ym) 是 Cauchy 序 列 ， 放 对 于 每 个 e> 0， 在 在 一 个 N， 当 
m，、r 六 让 时， 有 
ly 一 yy 省 < 
根据 引 理 2. 4-1, 存在 常数 c> 0 ， 使 得 
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mm 


" > [le ~ oy <| 2 a 一 as"’)e, I= jy, 一 yy， iI<e 
《177， r>N) 
因此 ， 对 于 每 个 (j=1，2.…n)， 有 ， 


» 
e 
lo ar | < DB le as") <— (m, r>N) 
| mm 


即 2 个 序列 

《am)) ~- (a CQ2)。) f=1, 2ee0n 
中 的 每 一 个 都 是 RR 或 C 中 的 Cauchy 序 列 ， 令 ay 一 >aj 
(一 co)， 利 用 这 2 个 极限 cl，…。Cce 定 义 . 

Y= A On sp 


则 yy EY， 且 ， 
ly»— y=| 这 (a -a;)e;l< > je, | 


—>0 (m->00) 

即 y。->y， 这 就 证 明了 Y 中 任意 Cauchy 序 列 均 在 Y 中 收敛 ， 
因此 ， 了 是 完备 的 . 

根据 定理 2.4-2 和 定理 1.4-8， 立 即 得 出 下 面 定 理 ， 

2.4-5 定理 ( 闭 性 ) ， 赋 范 空间 部 的 每 个 有 穷 维 子 空间 
在 六 中 是 闭 的 ， : 

值得 注意 的 是 ， 无 穷 维 子 空间 不 一 定 是 闭 的 例如， 
人 =CL0，1J，Y =Span{1l, tor, tor} 是 所 有 多 项 式 组 
成 的 集 ， 了 是 CL0，1] 的 子 空间 但 了 在 C[0,1] 中 不 是 闭 的 ( 参 
看 1.5-7) ， 加 

有 穷 维 向 量 空 间 交 的 另 一 个 重要 性 质 是 其 上 所 有 范 数 导 
出 的 六 的 拓 扩 (参看 $1.3) 均 是 相同 的 ， 即 X 上 所 有 开 子 
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集 ， 与 XX 上 范 数 选择 无 关 ， 这 可 从 下 面 看 到 ， 
2.4-4 定义 (等 价 范 数 ) 设 XX 是 向 量 空间 ， 上 |，1 和 ,|。 
是 羡 上 的 两 个 范 数 ， 如 果 存 在 正 数 a 和 b， 使 得 ， 对 于 所 有 
XX， 有 
/ olxl ,< lxl<olxl, | (3) 
则 称 范 数 |, | 与 范 数 | | ,等 价 . 
2.4-5 定理 (等 价 范 数 ) 在 有 穷 维 向 量 空间 XX 上 , 任何 两 
个 范 数 |。| 和 | .上 ,都 是 等 价 的 ， | 
证 明 该 dimX =m fteb ，…，e} 是 芭 的 一 个 基 ，。 则 ， 
每 个 YE 么 可 唯一 地 表示 为 
X 二 Ci 十 十 Cren 
根据 引 理 2.4-1， 存 在 常数 C>> 0 ， 使 得 ， 
Ix)>C lall + "+ lasl) 


另 一 方面 ,有 
jxl,< Bllled <K Dll 天 =maxjeil 


al xl ,< x! a=e 


再 将 两 范 数 {| .| 与 | .1 ,的 位 置 互 换 ， 就 得 到 (3》 中 的 后 一 
个 不 等 式 ， 故 证 得 上 .| 与 上. | ,等 价 ， 
这 个 定理 蕴涵 有 穷 维 空间 中 序列 的 敛 散 性 与 范 数 的 选择 
习题 24 
1， 举 出 所 和 靖 的 非 闲 子 空间 的 例子 
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2 如果 守 = RI?，x1 = (1 0) ，x2=〔〈0,1) 3; 敬 六 = 二 5 
xi 二 (1;0;0) ，x; 二 (0,1,0) ，xs= 《0,0,;1》， 试 分 别 求 出 (1) 
中 c 的 最 大 可 能 值 . 

3。 在 定义 2.4-4 中 ， 证 明 等 价 关 系 的 诸 公 理 成 立 ， 

4。 证 明 疝 量 人 空间 上 由 等 价 学 数 导 出 的 拓扑 是 相同 的 。 

5。 洲 站 和 人 fo 是 向 量 空 间 天 上 的 等 价 范 数 ， 证 明 ( 趣 1) 
和 《XX, 有 。 | 。》 中 的 Cauchy 序 列 是 相同 的 ， 

6 。 证 明 习 题 2 .2 的 第 8 题 中 上， 上 ;和 | 上。 上 ~ 是 等 价 的 (用 定义 
2 .4-4 直 接 证 明 ) 

7。 设 站 。 儿 是 习题 2 .2 的 第 8 题 中 向 量 空 间 久 上 的 任意 范 数 ， 证 
明 (不 用 定理 2.4~5) 存在 一 个 常数 >> 0 ， 使 得 对 所 有 xE 妹 ， 有 有 
入 fl 

8 .证明 习题 2 .2 第 8 题 中 的 范 数 上 。| 上 和。| 吓 ;是 等 价 和 的 ， 且 
满足 ， 

-二 -xb<lx<lxh 

9，。 如 果 向 量 空间 X 上 的 两 个 范 数 1。1 和 1i，1 是 等 价 的 ， 证 
有 明 jx 一”X 上 一 0 葡 涵 上 xs 一 x o->0 (反之 亦 然 ). 

10。 证 明 所 有 复 的 mx x n 阶 和 矩阵 44= (a;; 〉 构 成 一 mn 维和 的 向 量 
罕 间 Z ,证 明 Z 上 所 有 范 数 是 等 价 的 .对 于 空间 Z， 类 似 于 习题 2.2 第 8 大 
中 的 站、 1 和，1 首 ， 1 站 。 To 都 是 什么 ? 


82.5 紧 性 及 有 穷 维 数 


有 穷 维 赋 范 空间 及 其 子 空间 的 另外 儿 个 基本 性 质 是 与 紧 
性 有 关 的 ,首先 引进 紧 性 的 概念 ， 
2.5-1 定义 ( 紧 性 ) . 设 厌 是 度量 空 间 ， 如 果 无 中 的 每 


个” 精确 地 说 X 是 列 紧 的 .这 是 分析 中 最 重要 一 种 紧 性 .还 有 另外 两 种 紧 性 ， 
但 在 度量 空间 中 ， 这 三 种 拔 念 是 一 致 的 .参看 附录 Al,5- 
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个 序列 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 则 称 龙 是 紧 @ 空 间 ， 设 M 是 
X 的 子 集 ， 车 MM 是 XX 的 紧 子 空间 ， 即 ，M 中 的 每 个 序列 都 有 
一 个 收敛 的 子 序列 ， 其 极限 是 MM 中 的 一 个 元 素 ， 则 称 作 是 紧 
集 . 

2.5-2 引 理 ( 紧 性 )、 如 果 M 为 度量 空间 XX 中 的 紧 子 集 ， 
则 M 在 天 中 为 有 界 的 闲 集 ， 


证 明 〈o) 证 1 为 闲 的 。 对 于 每 个 zx EM ,根据 定理 1.4-7 
(a)，M 中 必 存 在 序列 (x,)， 使 得 ，x,->x， 因 为 M 是 紧 的 ， 
则 x EM， 故 MM 为 闭 的 . 

(0 证 M 有 界 ， 若 M 无界 ， 对 于 固定 的 ye< 对 和 自然 数 
n， 存 在 》。 EMM， 使 得 d (y，。，yo) > 和 即 (y,) 是 计 中 的 无 界 
序列 ， 根 据 定 理 1.4-2，(y。) 不 含 任何 妆 钱 的 子 序列 ， 这 与 
M 是 紧 集 亨 盾 ， 因 而 ，MM 有 界 . 

例如 ，R 中 的 区 间 (0，1》 是 非 紧 集 。R 中 的 自然 数 集 
{1，2，*……n，*…} 也 是 韭 紧 集 ， 而 区 间 [0，1j 是 有 RR 中 的 紧 集 ， 

对 于 有 穷 维 赋 范 空间 ，3 引 理 2.5-2 的 逆 亦 成 立 . 

2.5-3 定理 ( 紧 性 ). 在 有 穷 维 冉 范 空间 XX 中, 任何 子 集 
M 为 紧 的 充 要 条 件 是 闻 为 有 界 闭 集 . 

证 明 ”只 须 证 有 界 闭 性 蕴涵 紧 性 . 设 dim 和 = +n, {ei …， 
e,} 是 二 的 一 个 基 ， (xs) 是 M 中 任意 序列 则 x, 有 唯一 表示 式 

Xn= elt + Ee, 
因为 于 有 界 ， 对 所 有 mm， 有 ，|xxm| 入 (K 是 常数 )， 由 3 引 理 
2.4-1， 存 在 常数 C> 0 ,使 得 


CE Em < DE)= lxl<K 
因此 ;对 于 每 个 固定 的 j;, 数列 (685) 是 有 界 的 ;根据 Bolzano- 
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Weierstrass-. 定 理 , 存在 一 聚 点 5 1 委 7 和 1. 令 z= 和 516i5 
j=1 


和 证 明 引 理 2.4-1 一 样 . (xs) 有 一 子 序列 收敛 于 z>, 因为 M 是 
闭 的 ， 于 是 zcM， 这 就 证 明了 姥 是 么 的 . 

”对 于 无 穷 维 赋 范 空间 ， 有 和 界 闭 集 不 一 定 是 条 的 ， 例 如 ， 
中 的 点 集 {e,}，e，= (60,;)， 因 为 le.| =1， 改 {eo} 有 界 ， 


对 于 任意 自然 数 m，n，m 关 1n， 那 么 ，je。 -es = 2 .所 以 
le,) 设 有 聚 点 ， 于 是 ies,} 是 闭 集 ， 但 不 是 紧 集 . 
还 有 一 些 结 果 是 从 下 。Riesz 引 理 推 导出 来 的 ， 为 此 ， 先 
介绍 FEF ，Riesz5| 理 . 
2.5-4 黎 斯 (上 .Riesz) 引 理 . 设 X 是 赋 范 空间 (外 是 任 
意 维 的 ) ， 了 和 Z 是 半 的 子 空间 ， 了 Y 是 闭 的 ， 且 YY 又 是 Z 的 真 
子 空间 , 那么 , 对 于 区 间 〈0，1)》 内 的 每 个 实数 0 存在 z EZ， 
lz = 1， 使 得 
lz- yl=0 所 有 y EY 
证 明 任 章 vuEZ -了 到 了 的 距离 为 
a= inf|v— y| 


由 于 了 是 闲 的 ， 则 之 0， 根 据 下 确 界 定义 , 存在 一 个 y。EY， 
使 得 ， 


a ly- yo < (1) 


令 ， 2=C(V— yo)， c= ju — yof-’, 于 是 ， lz|= 1 对 于 每 个 
y €Y, 


lz -yl= leco-yo -yl=ch -yl 
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=clv-y 


， } 
这 里， y= yt yetY, 因此 ， lu - yf 守 >o, 


0 > -0 
lo =- yo | | a/0 


对 于 所 有 y EY 均 成 立 ， 从 而 ， 引 理 证 毕 . 
由 F. Riesz 引 理 可 得 
出 下 面 这 个 十 分 有 用 的 定 
理 . 
2.5-5 定理 (有 穷 维 
数 ) . 赋 范 空间 筷 中 的 闲 单 


位 球 B = {x 中 xj<1) 如 果 
是 紧 的 , 则 和 是 有 人 穷 维 的 ， 

证 明 假定 8 是 紧 
的 ，dim 针 = ceo， 选 xx € 
入 xl=1 令 由 xi 生成 
的 六 的 真子 空间 为 1， 图 10 Riesz 引 再 证 胃 图 示 
根据 定理 2.4-3， 关 1 是 闭 的 . 因为 dimX = co， 由 FE，Riesz 
引 理 ， 必 存在 xz EX， jx = 1 ， 使 得 


ixz — Xi1| 守 8 = ;3 
令 由 x1、x: 生 成 的 广 的 二 维 闭 的 真子 空间 为 匀 ,， 再 利用 


FP. Riesz5| 理 ， 存 在 xs EX，lxs| = 1， 使 得 对 于 所 有 
YX EEX,, 有 ， 


lz ~ y|=clv -vil>ca= 


Ix -xj 六 
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依 此 类 推 ， 可 得 序列 (x,) CB， 当 mm 关 # 肘 ， 


[x, 一 Xr > 


因此 ，《x。) 不 可 能 有 收 丝 的 子 序列 ， 这 与 妃 是 紧 的 矛盾 ， 于 
是 证 得 dim 达 <cc 

紧 集 有 些 很 好 的 属性 ， 与 连续 映射 有 关 的 一 个 基本 性 质 
是 紧 集 有 紧 的 映 象 . 

2 5-6 定理 (连续 映射 ) , 设 六 、 了 YY 是 度量 空间 ，T :XX 一 
Y 是 连续 映射 ， 则 七 的 紧 子 集 MM 的 象 T (CM) 在 Y 中 是 紧 的 . 

证 明 设 (y,) 是 TCM) 中 任意 序列 ， 必 存在 x, EM， 使 
得 ，》，=Tx,， 因 为 M 是 紧 的 ，(x,) 有 一 个 子 序列 (x。) 在 


M 中 收敛 , 由 于 7 是 连续 的 . 利用 定理 1.4-9， 则 (7Tx。) 是 


(y。) 的 子 序列 且 在 TCM) 中 收敛 ， 故 TCM) 是 紧 的 . 

分 析 中 , 闲 区 间 上 的 连续 函数 取得 最 大 、 最 小 值 这 一 性 质 
可 以 移植 到 度量 空间 的 紧 集 上 . 

2.5-7 ”推论 (最 小 值 和 最 大 值 ) ， 设 XX 是 度量 空间 , M 是 
XX 的 紧 子 集 ，T:M 一 是 连续 映射 ， 则 了 在 M 上 取得 最 小 、 
最 大 值 . 

证 明 . 根据 定理 2.5-6, T(M) 是 R 中 的 紧 集 由 引 理 
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2 .5-2，T(M) 是 有 界 闭 集 . 因此 ，infT CUM)、supT(M) 存 
在 且 infTCM) ET (M) ,supT (CM) ET(M)， 即 存在 x; €M， 
x CE M， 使 得 ，infT CM) =Tx1，supT(M) = Tx, ,于 是 证 
得 TX 在 X1、% 处 分 别 取 最 小 、 最 大 值 ， 


站 题 2.5 


1. 证 明 及 "和 C ' 不 契 紧 空间 . 

2 .证 明 由 无 穷 多 个 点 组 成 的 离散 度量 空间 (参看 1,1-2 中 例 5) 入 
不 是 紧 空 间 . 

3. 在 RR? 平 面 上 ， 举 出 上 紧 和 非 花 曲线 的 例子 ， 

4 .证明 序 列 空 间 S 中 的 无 穷 子 集 信 为 紧 的 必要 条 件 是 ; 存在 数 v1， 
v2，"…， 使 得 对 于 所 有 Xx = (sx (x))EM， 有 |sx (x) | 二 vx (可 以 证 明 
此 条 件 也 是 Wi 为 紧 的 充分 条 件 ,) 

5,。 《局 部 紧 〉 和 如 果 度 量 空 间 六 的 每 个 点 都 有 一 个 紧邻 域 ， 则 称 广 
是 局 部 紧 的 .证 明 RR、C、R*、C" 均 是 局 部 轮空 间 ， 

6 .证 明 紧 度量 空间 是 局 部 办 的 ， 

7 .在 Riesz 引 l 理 2.5-4 中 ， 鞭 dimY<c， 证 明 % 也 可 以 选 为 1. 

8 .在 习题 2 .4 第 7 题 中 ， 直 接 证 明 〈 不 用 2.4-5) 存 在 sG>0， 使 得 
cz 中 xll: 委 1x1 (利用 2.5-7) 

9 .如果 稀 是 紧 度 量 空 间 ， 寻 是 六 的 闭 子 集 ， 证 明 内 龙 标 的 . 

10. 设 X 、 了 是 诬 量 空间 ， 基 是 紧 的 ， 了 :> 了 是 连续 的 双 射 ， 
证 明了 是 一 同 胚 “〈 习 题 1,6 第 5 题 ) 


$2.6 线性 算 子 


在 微 积分 中 ， 我 们 曾 研 究 过 实 直 线 R 上 (或 六 的 子 集 上 ) 
的 实 值 函数 ， 这 样 的 函数 是 从 它 的 定义 域 到 R 中 的 映射 .在 泛 
销 分 析 中 ， 我 们 要 研究 一 般 空间 之 间 的 映 财 ， 
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向 量 空 间 到 向 量 空间 的 映射 称 做 算 子 。 其 中 我 们 特别 感 
兴趣 的 是 保留 向 量 空间 两 种 代数 运算 的 算 子 ， 这 就 是 本 节 所 
要 讨论 的 线性 算 子 。 
: 2,6-1 定义 (线性 算 子 ) 设 人 六、 了 是 司 -~ 数 域 上 的 两 个 
和 同 景 空间， 如 果 算 子 T 满 足 ， 
(i) 本 的 定义 域 D(T) 是 XX 的 向 量子 空间 ,了 的 值 域 R(T7) 
包含 在 Y 中. 
(11) 对 于 所 有 x，y ED (7)， 任 意 a EK， 有 ， 
T(xX+y)=TX+t+1y 
| (1) 
7 (ax) = aT x 
成 立 ， 则 称 T 是 线性 算 子 ， 
公式 (1》 表明 线性 算 子 7 了 是 从 一 个 向 量 空 间 (人 的 定义 
域 》 到 另 一 个 向 量 空间 中 的 同 态 ， 即 7 在 下 述 意 义 下 保留 了 
向 量 空间 的 两 个 运算 ， 先 在 (1) 的 左边 作 向 量 空间 的 运算 
(加 法 和 数 乘 ) 然后 将 所 得 向 量 上 映射 到 YY 中 .而 在 右边 ， 人 先 
将 向 量 x*、y 映 射 到 六 中 ， 后 在 YY 中 作 向量 运 算 其 结果 相等 ， 
这 一 性 质 非 常 重要 . 
公式 (1) 等 价 于 ， 
T(axt+pBy)=aTx+BTy x,y ED(T), a, BP EK (2) 
我 们 给 出 线性 算 子 的 例子 ， 算 子 的 线性 性 质 留 给 读者 验 


2.6-2 ” 恒 等 算 子 , 设 XX 是 向 量 空间 ， 称 映射 
1T :Xt—>Xx 
是 六 上 的 恒 等 算 子 .I 是 线性 算 子 ， 

2.6-5 零 算 子 . 设 入 是 回 量 空间 ， 称 映射 
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0 :XH—>0 
是 零 算 子 ， 零 算 子 是 线性 算 子 ， 
2.6-4 微分 算 子 ， 设 P[ao， 上 是 [co， 妇 上 所 有 和 多项式 
组 成 的 问 量 空间 .微分 算 子 


是 忆 c，b 上 的 一 个 线性 算 子 ， 
2.6-5 积分 . 通过 
Tx(t) = | # (war t €[a, 6b] 


定义 一 个 从 CEc， 引 到 自身 中 的 线性 算 子 了 
2.6-6 用 t 作 的 乖 法 . 通过 
Tx(t) = tx(t) 
定义 的 算 子 了 :CL[ao，6J 一 >CLlLa，6b] 是 线性 的 ， 
2.6-7 Rs 上 的 叉 积 和 点 积 . 设 a = (eli，az，cas) 是 R? 
中 一 固定 向 量 ， 对 任 一 向 量 x= (51/，62，53)， 由 
1YX=CeoX= CI51+ CQ262 十 Ca5s 
T,X=aXx% ” 
定义 的 算 子 Ti: Rs 一 > 及 和 算 子 T:: R 一 > R' 都 是 线性 算 子 . 
2.6-8 算 阵 . 一 个 r 行 5 列 年 阵 4= (ch ) 通 过 
y= .4xX，YX= (§;) ER', y= (7;) ER 
定义 的 算 子 T:R" 一 >R' 是 线性 算 子 ， 
现在 ， 我 们 来 讨论 线性 算 子 的 一 些 性 质 . 
首先 ， 寺 论 有 穷 维 向 量 空 间 到 有 穷 维 向量 空间 的 线性 算 
子 与 什 阵 的 关系 . 
议 4、 了 上 是 同一 数 域 久 上 的 回 量 空 间 ， 且 dim 兴 = m， 
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上. 


dimy =r， 那 么 ， 

(1》 任何 r x # 算 降 A= (ci ) 表 示 一 个 n 维 向 量 空间 汪 到 
r+ 维 问 量 空间 Y 的 线性 算 子 . : 

(ii)n 维 回 量 空间 XX 到 r 维 问 量 空间 了 的 线性 算 子 可 用 一 
个 r xn 和 矩阵 表示 . 

证 明 ， (在 居中 选 定 一 个 基 {felb…，e*}， 在 上 了 中选 定 
一 个 天 {b1，…，b,}， 对 于 x EX， 有 , x= 补 6ef 利用 


秆 阵 乘 法 ， 


1 61 
11 Qa 
Mot Cys on 
BE 信人 

人 ， | Gn 


求 得 r 个 数 71，…7,， 定 义 
TxX= Y= 3 ni1b; = > ( S Qs )5， 
iT1 i=1l VE 


根据 矩阵 乘法 的 线性 性 ， 则 7 是 筷 到 了 的 线性 算 子 。 
(ii) 设 了 :和 一 了 是 线性 算 子 ，{eb …ej、{pb…D] 
分 别 是 式 ， 了 的 一 个 国定 基 (其 顺序 也 是 固定 的 ) 则 ， 


Te; = 3 ob， 对 X= TE 60,, TX= y= Db, 


1 x= 3 siTe; = > 引 ( 也 Qib )= 5 


i=] 17“=l f 一 


( > Qi 名 
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得 ， = p> Qi { = 1,2°7. 即 了 TT 可 用.A = (0 , ;) 表 示 


在 (1) 中 取 x= 0， 得 出 线性 算 子 的 第 二 个 性 质 ，7T0=90 

但 一 般 地 ，Tx= 0 不 一 定 有 x= 0. 
N(T)={xITx=0, x ED(T)}. 
称 为 线性 算 子 了 的 零 空 间 . 

线性 算 子 的 男 一 个 性 质 是 其 值 域 和 零 空 间 都 是 向 量 空 

间 ， 
2.6-9 定理 〈 值 域 和 零 空间 ) . 设 了 是 线性 算 子 ， 那 
么 ， 、 
(a) 值 域 R(T) 是 向 量 空间 . 
(0) 若 dimD (TT) =n< 过 co， 则 ， 
dixm RT) <n. 

(c) 零 空间 NN (TT) 是 阿 量 空间 ， 

证 明 ， (9) 任 取 yi，32 ER(T), BEK， 存 在 x1s 和 
CD(T)， 使 得 ，y1= 了 Xt，y，= 了 了 X%2， 由 十 D(T) 是 问 量 空 
国 ， 得 ，Qxi1 + pxs Et DG)， 于 是 TT (axi+ Bx:) ER(OT). 
因为 了 是 线性 的 ， 有 

T (axit Hx;) = QI XI 二 OA x: 一 以 人 十 bpy: 
因此 ，& y1+ By: ER(T)。 这 就 证 明了 RO) 是 癌 量 空间 ， 

(0) 任 取 R(T) 中 n+1 个 向 量 y;,，*…，y s+ ，D (7T) 中 
存在 X1，…，Xx,;，， 使 得 yi1=T 了 x1， Yrty = TX 
由 于 dim 刀 (P) =n， 集 {x1，…，x，;，} 必 线性 相关 ,因此 ， 
存在 不 全 为 零 的 数 Q1，…，Q,;，， 使 得 

QIXI+e + Qnr Kat+l =0 


由 于 了 是 线性 的 ， 且 70= 0, 有 
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T (OX te tO Katt ) = Oo 二 十 
sti yn =0 : 
即 ，{y1，…，yn+， } 是 线性 相关 的 ， 根 据 定义 ， 
dimR (T) <n. | 
(c) 任 取 xi xX; EN (TT)， 则 ，TX1 = 4，TXs = 8， 对 于 
任何 数 w， DO， 因 为 了 是 线性 的 ， 有 
T (axl+ 有 xs) = CT XI+D7Xo 二 0 《3) 
即 ，axi+px EN (7T)， 因 此，N (TT) 是 向 量 空间 
下 面 我 们 来 研究 线性 算 子 的 道 ， 如 果 线 性 算 子 了 
万 (7) >Y 对 于 任 章 xj， ED(T)， 有 
X1 关 X 理 泗 Txi 关 Tx， 《4) 


则 称 了 是 单身 的 或 称 一 对 一 的 . 
显然 (4) 等 价 于 
TXi= 了 x 旨 谓 Xi= 和 (4*) 
此 时 了 的 逆 算 子 
T-i: R(T)-—>D (7) 《5) 


图 11 《5) 中 逆 映 射 的 表示 
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9 | 一 >>XX ZX=y 
存在 . 

由 (5) 得， 

TT X= %, 对 于 每 个 x ED (7) 
TT-iy=y 对 十 每 个 YE€ R(T). 

对 于 向 量 空 间 的 线性 算 子 ， 其 逆 存 在 的 充 要 条 件 是 零 窑 
间 仅 由 零 问 量 组 成 . 

2.6-10 定理 〈 道 算 子 ) ， 设 XX、Y 是 同一 数 域 KK 上 的 
向 量 空间 .了 7 了 :D(7)->Y 是 线性 算 子 ， 其 值 域 R(T) 包含 在 
YY 中 ， 定 义 域 D(T)CCX， 那 么 ， 

(aq) TT-!:; R(T) 一 D(T) 存 在 的 充 要 条 件 是 

Tx=0 准 涵 x=0. 

(5b) ” 若 T-! 存 在 ， 则 TT 是 线性 的 ， 

(c) ”车 dimD(T) =n<< 吕 ,T7141 存 在 ， 则 ， 

dimR(T) = dim DT) : 

证 明 (a) ”假设 Tx= 0 蕴涵 X=9， 设 ，Tx1= 了 XxX:， 由 
于 7 是 线性 的 ， 有 

7 (XI 一 Xa ) = 了 XI 一 xy = 人 
由 假设 知 ，”xi -xs = 0， 即 Xi=%， 因 此 ， 
Txi=7Tx: 蕴 涵 xi = Xz， 由 (4*) 知 7?-! 存 在 反之 ， 若 7 存 
在 , 则 (4*) 成 立 , 在 (4*) 中 令 X; =4 得 ,Tx1=4 旨 尊 Xi= 4. 
因此 (o) 得 证 . 

(b) ”假定 T-! 存 在 ， 任 取 y1，ys ER(T)。. 则 存在 xl， 
“xs ED(T)， 使 得 ，y1=T 了 Tx，y = Tx:， 于 是 ，X1=T 了 -iy 
xz = 了 -1ya， 对 于 任意 数 c，A、 由 于 了 是 线性 的 ， 有 ， 

ayi+pby=a7Txi+p7Xos =T (ax+ PX) 
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因此 ， 

TI(ayli+ 有 By) =axi+ Bx = aT iy, + PAT!y: 
又 T"! 的 定义 域 D(TM') = R(T) 是 向 量 空间 [根据 定理 2,6-9 
(0) ]， 改 证 得 7 :是 线性 算 子 . 

(c) ”由 定理 2,6~9(5)， 有 ，dimR(T) 委 dim 甩 (7 了 )， 对 
于 7 了 -!， 有 dimR(T-，) dimD(T-)， 而 dimR(T-') =dim 
DOT)，dimD(T-) = dimR(T).， 因 此， 证 得 ，dimR(T) 
= dimD (7). 

最 后 ， 我 们 给 出 线性 算 子 乘积 的 道 的 公式 . 

2.6-1] 定理 〈( 算 子 乘积 的 逆 ). 设 X、Y 、Z 是 问 量 
空间 ，T:X-> 了 和 S:Y->Z 是 双 射 线性 算 子 ， 那 和 ， 乘 积 
ST 的 路 (ST) ~! 存 在 ， 且 ， (6) 

(97)-1= 了 -19-1 

证 明 ， 由 于 了 了、S 都 是 双 射 线性 算 子 ， 则 了， 3- ， 均 

存在 ， 且 ST 也 是 双 射 的 ， 于 是 (ST) 存在 ， 
ST (ST) =]1, 


这 里 ，7z 是 空间 Z 上 的 恒 一 一 一 ~~、 


等 算 子 . 
2 了 S 
因此 . 得 ， 一 ~ 
S-'ST ST) 


=9-z=9”-， 由 (ST)"! 
S11S= IJ; 
有 ， T (ST) =- 图 12 ”定理 2.6-11 的 图 示 


再 将 7~! 左 乘 上 式 两 边 ， 利 用 7-' 了 = T:*， 从 而 证 得 ， 
TT (ST) ~! = (ST) -1 = T7197 
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习 题 2.6 


1。 验 证 2.6-2，2.6-3 和 2.6-4 中 的 算 子 均 是 线性 的 。 
2。 证 明 ， 分 别 由 
(£1, 62) | 全 (人 0) 
(EL，52) |>(0, £2) 
(S19 5231) 1>(62, £1) 
(S19 上 2 ) Il» (re ra) 
定义 的 从 天 2 到 开 2? 中 的 算 子 7 ，…，74 均 是 线性 的 ， 并 从 几何 上 解释 
这 些 算 子 . 
3。 指 出 习题 2 中 的 Tl、 卫 ;、 荆 :的 定义 域 、 值 域 和 零 空 间 都 是 什 
人 么 ? 

4。 分 别 指出 习题 2 中 的 本 ,, 2 .6-4 中 的 了 ,2 .6-7 中 的 TT! 和 7 了 ;的 
零 空 间 都 是 什么 ? 

5。 设 刻 、 态 分 别 是 向 量 空 间 半 、 了 的 向 量子 空间 ，T 了 ; 义 一 了 是 
线性 算 子 ， 证 明 7( 广 ) 和 了 -5( 玉 ) 均 是 向 量 空间 

6. 者 两 个 线性 算 子 的 积存 在 ， 证 明 它 是 线性 的 ， 

7。【《 可 交换 性 ) 设 针 是 向 量 空间 ，S :二 > 在 ，7 :大 当 丰 是 任意 
算 子 ， 若 ST=TS， 则 称 S 和 了 是 可 交换 的 .试问 习 是 2 中 的 了: 和 
s 可 交换 吗 ? 

8。 用 2 行 2 列 的 方 阵 表 示 习 题 3 中 的 各 算 子 ， 

9。 在 2 .6-8 中 ， 用 分 量 形式 写 出 y = 4x， 并 证 明了 是 线性 的 . 

10。 设 X 是 由 所 有 2 Xx2 阶 的 复 和 矩阵 组 成 的 向 量 空间 ，4E 汪 是 一 
固定 怎 阵 ， 用 乘积 了 x = 65x 定义 人 这 二 信 ， 下 明了 7 是 线性 的 ， 7 了 -1 在 
什么 条 件 下 存在 ? 

11。2.6-4 中 的 7:!: 存 在 吗 ? 

12。 设 7 :已 (7T)->Y 是 线性 算 子 ， 其 逆 存 在， 如 果 {x，，…， 
xs} 是 D(T) 中 的 线性 无 关 集 ， 证 明 {7 了 xi， …，7 xs 也 是 线性 无 
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关 的 

13 、 设 了 :A >Y 是 线性 算 子 ， 并 目 ，dim = dimY =#< oo， 
证 明 R(T) = 了 的 充 要 条 件 是 了 -! 存 在 ， 

14。 设计 是 上 处 处 具有 所 有 阶 时 数 的 实 值 函 数 构成 的 向 量 空 
闻 ， 用 y=Tx=x/(1t)， 定 义 T: 针 二 了 革 ， 证 明 R(T)=X， 但 T7771 
不 存在 。 对 照 习题 13 解 释 之 ， 


32,7 有 芥 线 性 并 子 


前 一 节 介 绍 的 算 子 ， 只 与 空间 的 代数 运算 有 关 ， 现 在 ， 
我 们 考虑 算 子 与 范 数 的 联系 . 

2.7-1 定义 (有 界线 性 算 子 ) 设 X、 了 是 同一 数 域 K 上 的 
赋 东 空间， 了 :， 也 (7) 一 了 7 是 线性 算 子 ， 万 (7T) CAX.， 如 果 存 
在 常数 c> 0 ， 使 得 对 于 一 切 x ED (7T)， 有 ， 

[Txly<clxl » (1) 

那么 ， 称 了 是 有 界线 性 算 子 .否则 称 了 为 无 界 算 子 . 、 

值得 注意 的 是 有 界 算 子 的 定义 与 微 积分 中 函数 有 界 的 定 
义 是 不 一 致 的 ， 微 积分 中 ， 有 界 国 数 是 指 值 域 有 界 而 言 . 这 
里 的 有 界线 性 算 子 是 指 忆 (7) 中 的 有 界 集 其 象 在 上 中 亦 为 有 
界 集 的 那 种 算 子 . 例如 , f (x) = x 是 尽 到 尺 的 有 界线 性 算 子 ， 
伍 不 是 已 上 的 有 界 肯 数 ， 


由 (1) 式 ， 有 -上 天 <ce，(s 尖 四 因此 ， 数 全 


(| X CD(T), XA 0 } 存在 上 确 界 ， 此， 
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sup -Xi 一 + oo， 将 此 数 定义 成 了 的 范 数 ， 即 


z cB) 站 


_ Tx 
I | + DT) | zx (2) 


如 果 DD(T) = {0}， 我 们 定义 上 171= 0， 此 时 ，T = 0 ， 


Tx 


向 (2) 得， jx| 一 志 1TI， 从 而 ， 有 
ITx|< 17Tilx! x EDT) (3) 
对 于 x，y ED(T)， 利 用 下 列 不 等 式 ， 
Tx zx 
| 


IT = sup i- SuP 17x = sup [Tx 
(4) 
2.7-2 ”和 恒 等 算 子 . 赋 范 空间 X 关 {0} 上 的 恒 等 算 子 7: 
久 一 XX 是 有 界 算 子 且 易 证 | = 1. 
2.7-3 零 算 子 . 典范 空间 X 上 的 零 算 子 0 是 有 界 的 且 
范 数 | 01 = 
2.7-4 积分 算 子 . 通过 


] 
y(t) = Tx= | Ke Dx (Ddt 
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定义 一 炽 分 算 子 了 人 :C[0, 1 一 >Cr0, 1]. 这 里 的 天 (必要 是 
定义 在 GC=/J xy 上 的 连续 函数 ，y = [0,1]， 由 于 开 (t, 7?) 在 . 
闲 域 G 上 连续 ， 则 它 有 和 界 ， 即 存在 常数 &, 使 得 对 一 切 (i 7) 


IK (i, T) | < Ro, 
又 lx (D| Smax lx (| = |x| ， 
因此 ， 


jx (f, X(T dT 


[Tx| = max 
‘El 


<max| IK (i, 7) lx Cn)ladr 


<Rko xl . 


从 而 ， 了 是 有 和 究 的 ， 
2.7-5 和 抢 阵 . r 行 列 实 矩 降 和 = (a; 有) 通过， 
y= Ax x= (6€;) ER', v= (7,) ER (5) 


定义 一 算 子 7:R" 一 R'， 下 面 证 明 T 有 界 ， 
R" 上 的 范 数 为 
xl= (D8) 
用 分 量 形式 表示 (5)， 得 ， 
ni = a (5") 
利用 Cauchy->cawarz 不 等 式 ， 有 ， 
Tx =3 7 = 5 (Dt) 


一 到 一 


<5 | (5 qd) (8) | 


j= i k=! 
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-人 (习习 


lkR= 


令 ，C?= 3 > cs， 则 ，17x|< clxl， 证 毕 . 


不 是 所 有 线性 算 子 都 是 有 界 的 ， 今 举 一 个 无 界 的 线性 算 
子 . 

2.7-6 微分 算 子 . 设 P[0,1] 是 [0,1J 上 所 有 多 项 式 ( 包 
括 0) 构 成 的 赋 范 空间 ， 其 范 孝 为 


xz 和 ax lx (的 | 
通过 ， 

Tx(t) = x’ (1) 
在 P[0,1] 上 定义 的 微分 算 子 是 线性 的 ， 但 不 是 有 界 的 .事实 
上 ， 选 yx, (1) = 1"， 则 ，jix.| =1i， 且 

Tx (t)= x (有 二 0 人 


于 是 ，I7x,| = mw i 和 =n， 这 说 明 不 存在 辐 定 的 正 数 o， 


Tx 
使 每 ， x Cc。 故 T 无 界 . 


有 界线 性 算 子 有 下 面 一 些 性 质 . 

2.7-7 定理. 设 X， 了 是 赋 范 空间 ， 了 ， 刀 (7)7 一 了 是 
线性 算 子 ， 这 里 D(T)CCX， 那么 ，7 为 有 界 的 充 要 条 件 是 
了 将 D (7T) 中 的 每 一 个 有 界 集 上 映 成 了 中 的 有 人 务 集 . 

证 明 必要 性 ， 设 BCD(T) 是 有 界 集 ， 即 存在 常数 
KK>> 0， 对 于 任意 XxX EB. 有 ，|x| 二 KK， 由 于 人 有 和 窜 ， 有 党 
数 c>> 0 ， 使 得 对 于 每 一 个 XEB， 下 式 成 江 ， 
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17x|<clxlscK 
故 ，T(B) 有 界 . 
充分 性 ， 假 设 7 将 D (7) 中 的 每 一 个 有 界 集 映 成 Y 中 的 
有 界 集 .由 于 单位 球面 | 
S= {x lx|= 1, x ED(T))} 
是 DD(T) 中 的 有 界 集 ， 因 此 ， 有 ， - 
[Txl <e 任意 x €5.， 
这 里 的 c 为 常数 ,从 而 对 于 任意 x ED (7T)，x 夫 09 


PT)ls。 


成 立 ， 由 于 了 是 线性 的 ， 于 是 
17xl <cjx 
2.7-8 ”定理 (有 穷 维 数 )， 如 果 赋 范 空间 X 是 有 穷 维 的 ， 
则 大 上 的 每 一 个 线性 算 子 均 是 有 界 的 ， 
证 明 ， 设 T 是 六 上 的 任意 一 个 线性 算 子 ,dimX =n, {eb 
…，8.] 是 不 的 一 个 基 ， 对 于 任意 x= 忆 50;， 由 于 人 是 线 
性 的 ， 有 ， 
Tx) = | Te 


<3 ,llrTel 


<maxlTerl [Ei 
根据 引 理 2. 4-1， 存 在 常数 c> 0 ， 使 得 


= 二 zx 


月 1 ") 
写生 
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因此 ， 
ITxl <Klxl 天 = max Terl 


故 T 是 有 界 的 ， | 

2.7-9 ”定理 (连续 性 ) . 设 X， 了 是 扫 范 空间 , 7 了 是 
DD (T)CCX 到 了 的 线性 算 子 ， 如 果 了 在 某 一 点 ED (T) 连 续 ， 
则 在 DD (TT) 上 是 连续 的 . 

证 明 ”对 于 任意 XE€D(T)., 若 x， ED(T), xa x 那么 ， 
x 一 x-> 和 9 ， Xo+ (xX, -x) 一 xo， 由 于 7 在 xo 连 续 ， 于 是 ， 

Tcxo + (XxX, 一 X)) 一 Txo| ->0， 因 为 为 线性 ， 即 有 
Tx 一 | = 1Tx, 一 Tx ->0， 从 而 证 得 ， 
x,->x 落 涵 Tx。->Tx， 根 据 定理 1.4-9，7 在 x 点 连续 ， 
由 于 xED (7T) 是 任意 的 , 因此 ，T 是 连续 的 . 

2.7-10 定理 (连续 性 与 可 灵性 ) . 设 X，Y 是 赋 范 空 
间 ，7 是 D (7) C 生 到 了 的 线 国 本 本 池 则 了 为 连续 的 充 要 条 件 
是 T 有 界 . | 
证明 必要 性 . 假设 7 在 D (7) 上 连续 ， 那 么 ,在 9 € 
刀 (7) 是 连续 的 . 因此 对 于 任意 给 定 的 e>0， 存 在 6>0， 使 
得 满足 lx -外 = 1xi 之 63 的 所 有 xE€D(T)， 有 

IT'x -Tol = Txl <e 


任 取 yED(T)，y 关 09， 令 *= 


zo” 骨 
lxl= $<6, 由 于 7 是 线性 的 ， 于 是 
rx -To = ir ap? -appr tl < 
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mTyl<elyl c= 
对 于 y= 0 上述 等 式 亦 成 立 ， 故 证 得 TT 有 界 . 

充分 性 . 设 7 有 界 ， 存 在 常数 c>0, 对 于 一 切 x € DD (7)， 
有 ，17Txi<<cjxj， 任 取 (x,) ED(7T),x.->90， 则 |T x,| 专 
clx,| 一 0。. 由 7T0= 0， 即 ，j7x。 -7T90|->0. 因此 ， 在 9 € 
D (7n) 连续， 根据 定 理 2.7-9，7 了 连续 

定理 2.7-10 揭 示 了 线性 算 子 的 一 个 重要 性 质 一 一 连续 性 
和 有 界 性 是 等 价 的 . 

2.7-11 推论 〈 堆 空间 ) . 设 了 是 有 界线 性 算 子 ， 则 零 
空间 N (T) CD(T) 是 闭 的 ， : 


证 明 对 于 每 个 xEN (T) CD(T), 根据 定理 1,4-7 
(a) . 存在 (x;) CN (T) ,使 得 Xx: 一 x， 由 于 有 界 ， 利 用 定 
理 2.7-10，7 是 连续 的 赴 时 Tx.->Tx,， 又 ，Tx,= 0. 
所 以 ，Tx= 9， 即 ，x EN (7) .从 而 证 得 N (T) 是 闭 的 . 

2.7-12 定理 (有 界线 性 扩张 ) . 设 X 是 赋 范 空间 ，Y 
是 巴 拿 赫 空间 ，7T 是 D(T)CX 到 Y 的 有 界线 性 算 子 ， 则 7T 具 
有 有 和 线性 扩张 


全: D(T) —Y., 


且 ， IT I= |7I. 


证 明 对 于 任意 xE 万 (7)， 根 据 定理 1.4-7(o) ， 存 在 
(%,) CD(T). 使 得 Xx,->x. 因为 是 有 界线 性 算 子 ， 则 ， 
Tx —Txal = IT Cx, 一 xs Ix xn 
即 ，(Tx,) 是 7 中 的 Cauchy 序 列 ， 由 于 了 是 完备 的 .于 是 存 
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Tx, 一 > 分 。 


人 


定义 算 子 了 . 
首先 证 明 对 于 固定 的 x ED(7T)， T x 有 确定 的 意 义 ， 
即 7x 与 D (7) 由 收 敏 于 x 的 序列 的 选择 无 关 ， 假定 XxX,~>x， 


>。~>X。 则 | 

(Un) 三 〔(X1y Zi1y X2y2Z2g ee ) 
收敛 ， 于 是 (人 oo 在 Y 中 收敛 ， 而 且 两 个 子 序列 (Tx,)， 
(1 z,) 一 定 有 相同 的 极限 . 


7 是 线性 的 这 是 显然 的 ， 并 且 . 
Tx=Tx 对 于 每 个 XE€D (7T) 


因此 ， 人 是 的 线性 扩张 ， 下 面 证 明代 的 有 界 性 ， 由 于 有 
界 ， 有 


Tx < TI x 
因为 Tx, > 了 Tx， 利用 范 数 的 连续 性 ， 得 . 

IT x| < {TH lal xE 万 (7 。 
从 而 了 是 有 界 的 ， 并且， 人 7 1 < IT1， 另 一 方面 ， 算 子 的 范 
数 是 用 上 确 界定 义 的 ， 因 此 ， 订 | < 171 故 ， 


T= TH. 
前 面 我 们 讨论 了 有 界线 性 算 子 的 一 般 性 质 ， 下 面 我 们 考 
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察 定义 在 赋 范 空间 X 上 的 值 域 包含 在 赋 范 空间 中 的 有 界线 
性 算 子 的 全 体 所 具有 的 性 质 . | 
2.7-15 定理 “空间 B(X, Y) )， 设 区， 是 数 域 改 上 的 
赋 范 空间 ，B(XX, 了) 是 定义 在 全 空间 XX 上 的 、 值 域 在 Y 中 的 
有 界线 性 算 子 全 体 ， 如 果 在 B(X,Y) 上 定义 如 下 的 代数 运 


算 ， 
(1+ 了 2)X=71IX 十 YX 7172E 了 了 (X， Y),xEX 
(aT)xX= aTx aEK,T EB(XAY), XEAX. 
(6) 
共 定 义 范 数 
Ti = > 上 Tx z 7 
Te ey [a 


那么 ，B (X,Y) 构 成 一 赋 范 空间 . 
证 明 (gq) 证 8(X, 了 ) 是 向 量 空间 ， 即 证 (6) 式 定 义 的 
T1+ 了 了 2，a7T 了 均 是 六 上 的 有 界线 性 算 子 . 
对 于 任意 Xi, xXx: EE 入，a EEK， 有 ，. 
(Ti+ Ts) (X14 Xo) = TI(X1 + Xe) + Ta (Xt + 22) 
= Txt + Tx + Txtt+] ,Xs 
= (TyXi + Tx1) + (Tixs 十 了 2X2) 
= (Ti1+T) x1+ (Ti+ Ts) 2 
(Ty+ T2) (ax1) = 了 (cx + Ts (ax1) 


= Q(T ix!t + Tx!) 


二 (7 1 十 7 2 ) xj 
而 且 ， LT + T2) x = Tx + Texh < AT + [7 yx 
(aT) 21 = lal [Txl < lal [TH ix! 


因此 ，Ti+ TEB(X,Y),， aT EB8(X,Y)， 故 B (X,Y) 是 
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问 量 空间 . 

(D0) 证 8( 和 ,了 ) 是 赋 范 空间 ， 由 (a) 知 B( 汪 ,了 ) 是 向 量 空 
上 站， 下 面 只 须 证 (7)〉 式 满足 范 数 公理 . 

(ND. |7I ap -和 >0 


(N2). |T|=0, 当 且 仅 当 对 王牌 个 CX. |7Tx|l = 
而 17x| = 0,x EX, 必须 且 具 须 T =0 


CN3). laTl = se HoaT)xl = lol stp | 7x) 
= lal 17 
(ND. Tir Tol = vet | Ts+ Ts) x 


< ME + eet (7 x 
= IT + 47) 


因此 ，B (X,Y 了) 是 赋 范 空间 ， 
“7 -14 定理 (完备 性 ) . 如果 Y 是 Banach 空 间 , 则 ， 
8B(AX,Y) 亦 是 一 Banach 空 间 . 
证 明 设 (T,) 是 BCX,， 7 ) 中 任意 Cauchy 序 列 , 对 于 每 
个 e 盖 0， 存 在 Wy>0， 使 得 
| 了 -了 ,<e (1 7 V) 


因此 ， 对 于 任意 给 定 的 x € 多 及 >0， 取 s = 


廊 X 关 0) J 有 
上 7 Tax) = 1T, -7T)x)<IT, -7 |x) 
<elxl= 2 (oo n> N) (8) 


mu 


-~ 《这 里 假 
[x 
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对 于 x= 6，(8) 式 亦 成 立 ， 即 (T。x) 是 Y 中 的 Cauchy 序 列 
由 于 世 完 备 ， 所 以 ， [XYy CY, y 是 由 x 确定 的 ， 这 就 定 
义 了 一 个 算 子 T:X->Y， 


y=Tx= limT,x xEX. 
因为 ,是 线性 的 ， 有 


T(axi+ Bxz) = limT, (axi+ Bx) 


| 


CT PTY, 
=~afxi+pblx: 
即 ，7 了 是 线性 算 子 ， 
在 (8) 中 令 m->co， 利 用 范 数 的 连续 性 得 ， 
IT .x — Txl <e lx n>N, xE€EX. (9) 
因此 ， 当 n> 和 NN 时 ，(T, -了 了) 是 有 界线 性 算 子 ， 由 于 7 了, 有 界 ， 
下 (X%, 了 了) 是 向 量 空 间 ， 所 以 ，7 了 =-( -7 ) 有 务 ， 即 ， 
TEB(X,Y). 由 (9)〉 可 得 
I7,— Ts (n>N) 
故 了 ,一 人 《〈 按 范 数 收 敛 ) 


习 题 2.7 

1. 证 明 通 过 《6 6 ) | (6 2 0 
沪 ) 定义 的 算 子 7 :请 生 是 线性 有 筋 的 . 

2 .证 明 有 界线 性 算 子 73:X > 上 的 值 域 凡 (7 ) 在 上 中 不 一 定 是 
所 的 , 《提示 :利用 习题 1 中 的 7 ) 

3. 设 了 是 从 赋 范 空间 居 到 赋 范 空间 上 上 的 有 界线 性 算 子 ， 如果 
存在 正 数 六 ， 使 得 ， 对 于 所 有 xEGX 有 :， ix 之 xi .征明 2 
存在 并 有 界 ， 
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4 ,证 明 有 界线 性 算 子 了 7: 汪 ->Y 的 逆 人 "1:R(T)-> 广 不 一 定 是 有 
界 的 .( 利 用 习题 1 中 的 售 ) 
5 设 T 了 ;CCc0,1) 一 CL0, 1) 是 通过 


y(t)=7x= | oxX(Cr)dr 
定义 的 . 求 R(T) 及 T~!1，R(T)>C00,1).T-!1 是 否 有 界 。 
6。 在 Ct0.1) 上 分 别 由 


Tix= y(s)=s| o X(T) dr 
Tx= y(5)= sx(s) 
定义 算 子 ?和 Ta ，T :与 了 ?可 以 交换 吗 ? 求 | Ti 、 和 72 、 
TT HT Ti 有 , 
7. 设 久 是 上 所 有 有 界 实 值 函 数 构成 的 赋 范 空间 , 其 范 数 为 || x|1 


suUp 


reRIx(t)|. 设 T; 针 > 了 是 由 X= y(t)=x(t+ 人 和信) 定义 的 .其 中 人 > 
0 是 一 常数 , 间 二 是 否 线性 有 界 。( 见 图 13) 


图 13 电 延 迟 线 图 形 
8。 设 冻 是 由 所 有 ”个 实数 有 序 组 所 组 成 的 向 量 空 间 ，} 是 由 r 个 
实数 的 有 序 组 金 体 构成 的 向 量 空 间 .r xn 和 挎 阵 4= (4;、) 定义 一 个 从 
XX 到 了 中 的 线性 算 子 , 设 Z 是 所 有 r x + 实 和 矩阵 所 成 的 向 量 空 间 , 1i 中、 
上 1、 中 2 分 别 是 2、 关 、 了 上 的 范 数 ， 
如 果 ， 目 4x 半 ? 安 1 4 人 站 x 才 ， 
则 称 睹 "上 与 让 上 及 目下 ? 相 窜 ， 证 明 由 
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定义 的 范 数 | 站. 上 与 1 由 .上 及 上 于 .用 : 相 容 ， 这 个 范 数 叫做 由 站 .用 :及 
全 站 > 定义 的 自然 范 数 ,车 取 叶 x 1 = 和 ma 工 革 让 ， | y= max ln;|, 


试 证 自然 范 数 为 
1 AN =max DB leis 
9, 证 明 在 2.7-5 中 ，r= nn 时 ， 由 
| 41|= (ZE k ) 


定义 一 相 容 范 数 ， 但 对 于 mw 之 1 这 不 是 由 Rs。 上 的 Euclidean 范 数 定义 的 
自然 范 数 . 
10. 如 果 在 习题 8 中 ， 选 ， 


zhi= EE yl ho 


[a 
上 4 = max PE | qie| 
1 = 


证 明 站 :十 与 站 于 及 放下 2 相 容 ， 
11. 证 明 在 习题 10 中 ， 当 n= ?+ 时， :是 由 目 * 是 1 及 掉 . 中: 定 
义 的 月 然 范 数 . 


12 .确定 由 ( ?1 0 ) 表 示 的 算 子 7 : R;>R? 的 零 空间 . 


13, 设 TR 二 RI 是 通过 (5 3) 1> (61,52, -$1 一 2 ) 
定义 的 算 子 ， 求 R(T)、N(T) 及 表示 TT 的 矩阵 . 

14 ,向量 空 间 B( 关 ,了 ) 的 零 元 素 是 什么 ? TE B(X,Y ) 的 负 元 
索 是 什么 ? 

15, 设 著 , 了 是 赋 范 空间 ，Tn: 针 > 了 (n=1,2:m) 是 有 界线 性 
算 子 .证 明 如 朱 了 ,>7， 则 对 每 一 个 e 盖 0， 存 在 NW ， 使 得 对 于 所 有 
n> NN 及 任何 给 定 闭 球 中 的 一 切 x， 有 ，| 中 Tx -7Tx||<e. 
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$2.8 有 界线 性 泛 函 与 对 偶 空 间 


泛 冰 是 值 域 位 于 实数 域 或 复数 域 的 算 子 ， 经 常用 小 写字 
怀 /、g、h， 等 表示 ，f(x) 表 示 f 在 点 x 的 值 ， 

本 届 要 讨论 的 是 有 界线 性 泛 孙 . 

2.8-1 定义 (线性 泛 函 )， 从 向 量 空 间 半 的 子 空间 D(f) 
到 入 的 数 域 K 的 线性 算 子 1 称 做 线性 泛 函 .Df) 称 做 f 的 定 
义 域 .了 的 值 域 记 作 RC 有 )= {f(x) Ix€ DCT)}. 

2.8-2 定义 〈 有 界线 性 泛 函 ) ， 设 针 是 数 域 K 上 的 赋 
范 空间 ，f 是 从 DCOT)CX 到 K 的 线性 算 子 ， 如 果 存 在 一 个 常 
数 C 宝 0， 使 得 对 于 所 有 XED(T) 有 ， 


IfCx)| ClXl (1) 
则 称 了 是 有 界线 性 泛 因 . 
f, D(f) 一 KK 的 范 数 定义 为 ， 
- fx 
人 


由 (2) 可 得 ， 
1Ax 委 和 后 xl 对 所 有 xE€D(T). (3) 
2.8-5 室 间 RR 中 的 点 积 . 设 c= (cba as) ER 是 一 
固定 向 量 ， 通 过 
f(xX)=a*X= a61+Qa26s + a6s, X= (1 652, 63) ER 
定义 一 泛 范 f:R?->R， 则 /是 有 界线 性 泛 函 , 且 ，| 用 = bal. 
证 明 jf 为 线性 的 这 是 显而易见 的 下面 证 /是 有 和 界 的 . 
由 Cauchy-schwarz 不 等 式 ， 有 


fCX)| = la**| < tal yz 
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因此 ，/ 是 有 界 的 ， 且 ，| 咱 生 jcj ， 另 一 方面 , 当 x= a 时 ( 假 
定 Z 关 V， 若 zx= 0 时 ，f =0) 得 


fo lc 村 -1 
fl>— [al Jal. 


从 而 证 得 ， | = jial 
2.8-4 ” 定 积 分 ， 在 空间 C[a, 6] 上 通过 定 积分 


/= | x(0dt 


定义 的 汉 国 上 Crfa, 5 一 尺 是 线性 有 界 的 ， 且 ， [fi = bo. 
证 明 显然 ，f 是 线性 的 ,只 证 有 和 界 性 ， 


由 
由 于 ， (f(x)! = | x(t)dll <(b~amau lx(t) 
如 2 


=( ~a) lxl. 
因此 ， J 有 乔 且 ， Ifl <6 -oa, 另外 ， 取 X=1 


那么 ，]xo1=1, > Kxo)1= | df=p-o 从 而 


Ho-o 
2,8-5 安 间 CLa, b]. 选 固 定 的 tf € = [a, 5b], 由 
f1(x)= x(to) x(t)€ECLa, bl] 
定义 的 泛 国 六 :Cap] 一 RR 是 线性 、 有 界 的 ， 且 fi 的 范 数 为 
tf =1. 
证 明 显然 f1 是 线性 的 .只 证 1!/ 有 界 ， 由 
fi(x)| = lx(t)I 和 Ix| 对 于 每 个 YEC[ob] 
知 f1 有 界 且 1fi| 志 1. 另 一 方面 ， 取 Yo =1， 得 jxof = 1， 
fd 之 f(x0o)| =1， 因此，jA =1. 
2.8-6 空间， 取 一 固定 的 a= (Qj))EB,， 由 
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f(x)= Zi X= (5;) EE 
定 义 的 世 曲 :1 ?>C 是 线性 、 有 界 的 ， 且 上 i = bot. 
证 明 ”由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 级 数 工 0;€， 


绝对 收敛 ， 又 1 完备， 所 以 此 级 数 收敛 ， 即 /是 ?上 的 一 泛 
函 ， 线性 是 显然 的 ， 下 面 证 /是 有 界 的 ， 再 利用 一 次 Cauchy 
-Schwarz 不 等 式 ， 得 ， 


lf (xX)| = Zot < [aié ,| 
< E lady 5 El lal ls 
从 而 ， 了 有 界 且 ， 半 玫 < al . 
另 一 方面 ， 取 x= a = (ci)E (假定 a 头 9， 若 4=9， 则 


f=0), 于 是 ， if|>>- 下 外 2 = 人 = lol 因此 证 得 
1f) = bol. 

以 上 各 泛 函 均 是 线性 的 ， 下 面 举 一 个 非 线 性 泛 函 的 例 
子 . 

2.8-7 范 数 . 赋 范 空间 (XX ,上 .| ) 上 的 范 数 上 ,是 XX 上 的 
一 个 非 线 性 泛 函 . 

”有 和 界线 性 泛 孙 是 有 界线 性 算 子 ， 因 此 前 面 介 绍 的 有 界线 
性 算 子 的 性 质 对 有 盘 线 性 泛 乓 来 说 亦 成 立 ， 

2.8-8 定理 (连续 性 与 有 界 性 ) . 定义 域 妃 ( 亡 在 赋 范 
空间 X 中 的 线性 泛 函 7 为 连续 的 充 要 条 件 是 /有 界 . 此 外 ， 线 
性 泛 隙 1 在 D4 让 中 茶 一 点 连续 ， 则 f 在 D(f) 上 连续 . 
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定义 在 向 量 空间 XX 上 的 线性 泛 函 全 体 ， 下 如 下 代数 运 
算 
(fi+ fa)(x) = 六 (ZX) + fi(x) 
(Qf)(x)= af (Xx) 
构成 一 向 量 空 间 ， 称 做 羡 的 代数 对 偶 空 间 ， 记 作 和 站“， 人 的 
代数 对 偶 空间 7 称 做 怀 的 第 二 代数 对 偶 空 间 ， 今 考 祭 全 与 
六 “之 间 的 关系 ， 
对 于 每 个 固定 和 的 XE€ 尖 ， 由 ， 
g(f)=9.(f)= f(xX) (5) 
得 到 一 个 定义 在 关上 的 泛 函 g:. 9;: 是 线性 的 , 事实 上 ， 对 
于 任何 加 f:€X' 及 任意 数 a.6， 有 
gs(af1t+ Bf:)= (afi+Bf;)(X) 
= Qfi(X) + Pf.(x) 
= agx(f1) + Bg,(f2) 
因此 ，g9; EX”. 定义 肌 射 
C:X—>X" 
XH 9 
C 称 做 症 到 XX 中 的 标准 映射 (也 称 为 到 “中 的 标 礁 髓 
人 ). 
C 的 定义 域 人 是 问 量 空间 ， 并 且 ， 
[Cl(ax+By)j(f)= 9。.+e»(f) 
= f(ax+ By) 
=Qaf(x)+ Bf(y) 
= ag.(f) + Boy(f) 
= Qa(CxX)(f)+h(CY) CY) 


(4) 


从 而 ，C 是 线性 映射 ， 
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br 


如 果 C 是 双 射 ， 则 工 与 尺 (c) = XX* 是 同 构 的 向量 空间 .此 
时 称 六 是 代数 自 反 空间 . 

设 半 是 n 维 向 量 空间 ，{e1*…,e;} 是 不 的 一 个 基 ， 利 用 
$ 2,6 中 有 穷 维 向 量 空间 上 线性 算 子 与 算 阵 的 关系 人 i 与 (i)， 
XX 上 的 每 个 线性 泛 函 /确定 一 个 1 xn 和 矩阵 (f 《ei1),*…*f (ee,))， 
有 反之， 每 个 1 Xn 入 阵 (G1 …y as)， 由 


f (Xx) = Daié, 二 bies, fle;)=a; (6; 
“定义 在 上 一 线性 泛 函 上 
特别 由 下 列 s 个 1 x?2 征 阵 

《10， 0 0， 0) 

《0， 1 ， Qs,0,0) 

《0， 0， 0, ,0,1) 
定义 t 个 线性 泛 明 fi， “a4y fr fs 在 e; 处 具有 值 

jh 


0 
fn (ej;) = 人 j= (7) 


yb “se, 六 称 为 兴 基 et ony e,} 的 对 偶 基 . 

2 8-9 定理 (的 维 数 )， 设 藉 是 2 维 癌 量 空 间 
{er er) 是 多 的 一 个 基 ， 那 么 由 (7)〉 确定 的 
{fi 94 六 } 是 忒 的 代数 对 偶 空 间 天 “的 一 个 基 。 
HdimX’= dlmX=n 

证 明 设 | 

守 sf,(x) =0 ”对 于 每 个 *EX (8) 
取 X = ej， 有 
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psfalen) = Bi=0. j=1, 2 
因此 ， 集 上 = {f1,…,f,} 线 性 无 关 . 
对 于 每 个 {EX'， 记 f (e;) = a;， 则 有 ， 
f (x) = 二 1aj， 每 人 = 二 ieiEX 
根据 (7) ，f;(x)= fi (sie1t+** +Sren) = 各 
从 而 ， f(x) = 三,/ (x) 对 于 每 个 *EX. 


即兴 上 的 每 个 线性 诈 函 /可 唯一 地 表示 成 f1,…, f ,的 线性 组 
合 ， 于 是 证 得 {fi， “osy jr} 是 六 的 一 个 基 ， BdimX’=dimX 
三， 

2 8-]0 引 理 ( 零 向 量 ) . 设 卫 是 n 维 向 量 空间 , x € XX， 
如 果 对 于 所 有 EX 有 f (Xo) = 0， 则 ，xo= 90， 

证 明 设 {ew…,e,} 是 X 的 一 个 基 ，xo= 二 引 ?ei 根据 
假定 ， 对 于 每 个 {EXX'， 有 

f (%0) = 2 £3f (0)) = 5 bya; = 0 


今 取 用 (59,…, E69) 通过 (6) 定义 的 泛 函 /代入 上 式 ,于 是 得 
69 =0,7=1,2,.,n. Bxo = 0. 
2,8-11 定理 (代数 自 反 性 ) 有 穷 维 向 量 笃 间 民 是 代数 
自 反 的 . 
证 明 ”首先 标准 了 映射 C，X 一 和 ?是 线性 的 设 Cxo =0， 
则 对 于 所 有 f EX ， 有 
(Cxo) (f) = 9 (f)=f(x0)=0 


由 引 理 2,8-10 知 ，x6o = 0， 因 此 C 是 一 对 一 的 映射 ，C7 
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R(C)- 一 生存 在， 根据 定 理 2, 6-10, dimR(C) = dimX ,由 定 
理 2. 8-9 得 ， 

dimX”= dimX’= dm 各 
从 而 ，dimR(C) = dimX*， 因 为 R(C) 是 第 7 的 向 量子 空间 ， 
从 定理 2.1-5 知 RR(C) 不 是 X’ 的 真子 空间 , 因此 ，R(C) = 
即 证 得 是 代数 自 反 空间 ， 

现在 我 们 讨论 赋 范 空间 上 有 界线 性 泛 孙 全体 构成 的 赋 
范 空间 . 

2.8-12 定义 〈 对 偶 空 间 ) . 设 式 是 赋 范 空间 ，X 上 有 
界线 性 泛 国 全 体 按 代数 运算 (4) 以 及 (2) 式 定义 的 范 数 所 构 
成 的 贼 函 空间 X* 称 为 人 的 对 偶 空 间 

R 和 C 按 通常 的 度量 是 完备 的 ， 利 用 定 理 2,7-14 六 即 得 
出 下 面 定理 . 

2.8-13 定理 (对 偶 空间 ) .任何 赋 范 空间 XX 的 对 偶 裤 
间 半 * 均 是 Banach 空 间 (不 论 补 是否 是 Ban ach 空 间 ) . 

对 于 空间 的 研究 党 第 要 和 它们 的 对 偶 空间 的 研究 联系 起 
来 ， 因 此 ， 有 必要 找 出 某 些 重要 空间 的 对 偶 空 间 . 

2.8-14 ”空间 R' 的 对 偶 空 间 是 RR". 

证 明 根据 定理 2.7-8, 有 (RR")' = (R')*, 每 个 € (R') 
有 具有 下 列表 示 式 

f (x) = Lr r;=f(e;) 
这 里 e; = (0; 必 是 1xn% 和 矩阵 ，{eb we 是 尺 " 的 其 ， 
x = 民生 定义 算 子 
1: (RR')*—N 
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fm> (f (en),*, f (e.)) 
对 任意 数 a4， 所 有 f,9€ (R")*， 有 ， 

TT (f+g)= ((f +9) (er), (f + 9) (e.,)) 
={(f(e) +g(enD)),*, (f (es) + gl(e,)) 
= (f (el) ss, f (en)) + (9{e1), ***s 9 (Es)) 
=7 f+To. 

((af) (el),***, (Qaf) (e,)) 

(af (ell Qf (e,)) 
=a(f (el),',f (e,)) 
=aTf. 

因此 ， 了 是 线性 的 ， 

对 于 每 个 (rb ,+，) ER", 通 过 (6) 确 定 一 个 f € (R")*， 

且 f (e;)=r， /= 1;2,"…,n, 即 
(ri ey rn) = (f (es of (e1.))=7f., 
因此 了 是 满 射 . 
若 7Tf =0， 那 么 ，(feh， je)) = (0…0) 即 ， 


fei) =0,j=1,2.…,n。 从 而 对 于 每 个 x= 二 ;ei; ER"， 有 


了 (af) 


| 


f (x) 一 EL €,f (0)) =0 


故 f =0， 因此 ， 了 是 一 对 一 的 . 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 得 


fw < Er < (Er) hal 


从 而 ， (三 六 取 X = (F149 "rn) 
有 ， 
110 


因此 ， 证 得 j 的 范 数 是 Euclidean 范 数 , 即 ， 


II = (fe) :. [fleD), ,fer)] ER,. 


于 是 ，IHI = (三 fc 2 := 1 


故 ， 了 7 是 保 泊 的 ， 这 就 证 明了 (R")* 与 R" 是 同 构 的 赋 范 空 


有 、 所 以 ， 在 同 构 意义 下 ，(R")*= RR". 
2.8-15 空间 /的 对 偶 空 间 是 产 


证 明 令 @h 一 (0 ) El, 由 3 2 .3 知 ， (2 1) 是 二 的 Schau- 


der 基 , 因此 ， 每 个 xE1， 可 唯一 地 表示 为 ， 
x= Ene 
对 于 任意 f € (11)*， 因 为 f 是 线性 有 界 的 ， 有 ， 
f (x) = Téary rs = (e,), 


由 于 ， je sl = |]}， 得 ， 
‘f (ea) Sf heal = 入， 
sup |f (es)| |i, 


因此 ， (f (ee )) EL”, 通过 AN 


Tf= (fl(e,)) 
定义 算 子 T: (1)*-»[”， 
显然 是 线性 的 ， 且 对 于 每 个 (a ) E1"， 通 过 ， 


g(%) = Téa x=(€,) ED 
得 几 上 上 一 记 因 9， 并 有 ， 


(9) 
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19(x)| < 开 ， énQnl SEsup ci 并 人 | 
= SUp le;| lx). 


从 而 ，g9 是 有 界线 性 泛 哨 ， 即 ，g € (11)* 因 此 ， 了 7 是 满 射 ， 
从 (10) 得 ， 


[f(x)| < [Sra] <sup > Is ,| 
= sup |f(es)| 人 | 
fl <sup lf (ei) 
由 (11) 有 ，1f1 之 sup |f(e;)| .所 以 ，|fE = sup Fe 


故 j 的 范 数 是 空间 产 上 上 的 范 数 ， 并 且 . 
1 及 = 和 =sauple 


从 而 证 得 了 又 是 保 范 的 、 有 界 的 、 一 对 一 的 ， 因 此 ， (入 ) 与 
广 是 同 构 的 赋 范 至 间 ， 即 在 同 构 的 意义 下 ，(0) 关 = 三 ， 


2. 8-16 空间 1 的 对 偶 空间 是 1"，(1<2< +co， + 


证 明 令 e, = (6,;)E1?， 则 (e,) 是 ?的 Schauder 基 ， 
每 个 x*= (Eu)E1， 有 了 唯一 的 表达 式 


xX 二 3 EE, (12) 
对 于 任意 f € (41?)*， 因 为 1 是 线性 有 界 的 ， 有 ， 
1 0 = Dérs r=f en) (13) 
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今 下 (7,) C1 取 X， = (8.”)) ELr 
Eco - 1 /rs ke<n.Br,O 
0 R>n 或 r, =0 
将 Xx, = (2 六 代入 (13)， 得 ， 


f(x) = Dé 一 > ral 
利用 (14) 及 ( -1)p=gq， 有 ， 
fol Nhsd = HI (SB fo) 


f(r ee jie 


打 


(Be) 
因此 ， f(x,) = > Ir ,i HI > ,| 本 


从 而 。 (rl )' < 
因 为 n 是 任意 正 整 数 ， 令 n 一 %， 得 ， 


(3 1 ) 4 < | 
=I 
用 ， (Fr ,) EI’ 
定义 算 子 7， 
TO* -ls 


fF—> (f (Ce,)) 
显然 ，7 了 是 线性 的 ， 
对 于 任意 (cs) E1*， 定 义 


gxX) = 5 Ea, 
n= 


(14) 


(15) 


得 到 1? 上 一 线性 泛 函 g， 由 Hélder 不 等 式 ， 有 | 
lg < 3 Easl < (5 ls (人 ii 六 
k=1 R=1 | 


= (lal 人 
所 以 9 有 界 .Q = g(e). (0 ,) = 19, 因 此， 7 是 满 射 , 
由 (13) 及 Haider 不 等 式 ， 有 
|f (x) | < 也 上 | 去 D3 rl j |x| 


从 而 ，1f1< ( 袜 r,"1)'4 ， 再 由 (15)， 得 


f= (Br (3 le )'’ 
因此 ， Tfi = |f|. 故 7 是 保 范 的， 且 是 一 对 一 的 . 在 同 构 
的 意义 下 ， (1”)*= 了 1 
以 上 几 例 给 出 的 三 个 重要 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形 
式 ， 这 在 实际 中 是 十 分 有 用 的 ， 有 关 CL2.0] 上 的 泛 函 ， 以 及 
赋 范 空间 X 的 第 二 对 偶 空 间 X** 将 在 第 四 章 中 讨论 ， 


站 题 2.8 
1。 证 明 册 
f1 (x) = | x yo) a yc€ECra.b] 固 定 
f2 (x) 二 ax(a)+Bx(b) axa.8 是 国定 的 数 , 定义 的 Cla.b] 上 
的 两 个 泛 函 f/f;1、f :是 线性 有 界 的 ， 
2。 求 通过 
f(x) = | Dd- | x dt 
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定义 的 CL -~ 1， 匡 上 的 丝 性 泛 国 了 的 范 数 ， 
3。 证 明 通 过 
f (x) = En(n 是 固定 的 )，x= (5;)E1” ,定义 I" 上 一 线性 泛 
六， 问 f 有 界 吗 ? / 
4。 设 Ci[a，6] 是 /= [co，64] 上 连续 可 微 函 数 全 体 构 成 的 赋 范 
空间 、 其 范 数 为 ， 


{lx||=max|lx(ft)|+max|lx’ C(t)| 
i Es :Ef 
证 明 此 范 数 满足 范 数 公 理 ， 令 ， 


f(x)=x’ (c). C 一- 一， 


证 明 j/ 是 Ci[c,5] 上 的 有 界线 性 泛 函 .如 果 将 F 看 成 C[o .5] 中 所 有 这 
续 可 微 函 数组 成 的 子 空间 上 的 省 国 ， 证 明了 是 无 办 的 

5。 设 j 关 0 是 向 量 空间 XX 上 的 任意 线性 泛 消 ,xhCEX 一 入 (有) 是 
任意 固定 的 元 素 ， 证 明 任 意 xX€ 个 ， 有 小 一 的 表示 式 

x=ax0+y, yEN(Y)., 

6。 证 明 习 题 5 中， 让 里 的 两 元 素 x!:，*: 属 干 疝 空 间 和 /AN (7) 
的 辣 一 元 素 当 且 仅 当 ，f (x1)= 了 了 (x2)， 并 证 CodimN (f)= 1， 

7。 证 明定 义 在 同一 向 量 空 间 上 且 有 同一 堆 空 间 的 两 个 线性 泛 范 
fi1 硅 0 和 f; 夺 0 是 成 比例 的 ， 

8。 ( 超 平 面 ) 如 果 卫 是 向 量 空 间 天 的 子 空间 ， 且 Codimn 了 = 1， 
虽 蕊 / 王 的 每 个 元 素 叫 履 胖 行 于 了 的 超 平面 。 证 明 对 于 愉 上 的 任意 线 
性 这 函 太 0, 集 如: = {xEXIFx)=] 二 是 平行 于 人 (7) 的 超 平 面 ， 

9。 如 果 了 是 向 量 空间 区 的 子 空 间 ，f 是 芭 上线 已 光一 并 且 
f (了 ) 不 是 XX 的 整个 数 域 .证明 对 于 所 有 yEY， 有 ，f(y)=0， 

10 。 证 朋 赋 范 空间 了 上 有 界线 性 江 函 / 夸 0 的 范 数 等 于 原点 到 超 


平面 如 ,= {xEXIf(x)=1} 虐 离 9=inf {Hxllf (x)=1} 的 


倒数 ， 
11, 设 {f1，f:，fs)} 是 R3 基 {el1，e2，es} 的 对 侦 基 .这 里 ， 
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和 


eli=(1,1.1).ei=(1.1.-D，es= (1.-1.-~1) . 令 x=(1.0.0)， 
求 f 1 (x)、f2(x), fa(x). 

12， 如 果 f 是 n 维 向 量 空间 XX 上 的 线性 泛 函 ， 那 么 零 空间 N (f) 
可 能 有 怎样 的 维 数 。 求 由 f (x)= at +azss +assai 天 0 定义 的 站， 
土 泛 函 / 零 空 间 NV(f) 的 一 个 基 ， : 

13， 如 果 Z 是 n 维 向 量 空 间 六 的 (n 一 由 维 子 空间 .证 明 Z 是 革 上 
一 适当 线性 泛 函 /的 零 空间 ，f 在 只 差 一 个 倍数 的 情况 下 ， 是 唯一 确定 
的 ， 

14。 设 Z 是 n 维 向 量 空间 XX 的 真子 空间 ， 令 xo€ ~2， 证 明 在 
针 上 存在 一 线性 泛 函 /， 使 得 (xo) = 1 对 于 所 有 x € Z， 有 f(x%，) 
三 0 

15， 如 果 f1，-…，j/b 是 s 维 向 量 空间 XX 上 的 p 个 线性 泛 函 ， 这 里 
P< .证 明 在 六 中 存在 一 个 x 和 关 9, 使 得 f1 (x)= 0,，**，fp(x)= 二 0. 
”16， (线性 扩张 ) 设 Z 是 z 维 向 量 空间 无 的 真子 空间 ， 设 /是 了 
上 一 线性 泛 函 .证 明 / 可 以 线性 扩张 到 三 上 ， 即 天 上 存在 一 线性 证 函 
f， 使 得 f 1z=/. 

17， 如 果 针 是 由 n 个 实数 的 有 序 组 构成 的 赋 范 空间 ， 其 范 数 为 
xH = max 18i| ， 这 里 ，x= (和 1，…，&，)， 问 对 个 空间 X* 上 相 


应 的 范 数 是 什么 ? 

18， 证 明 C 的 对 偶 空 间 是 /1 (参看 2 .3 节 习 题 1) 

19。 ( 零 化 子 ) 设 M 半 好 是 赋 范 空间 无 的 任意 子 集 ， 称 集 M。 
= {fEX*|f/(x)=0 ,每 个 xE M} 为 MM 的 零 化 子 . 证 明 MM' 是 X* 
的 六 向 量子 空间 . 间 久 + 和 {0} "都 是 什么 ? 

20。 如 果 必 是 n 维 赋 范 空间 六 的 m 维 子 空间 ， 证 明 M “是 飞 * 的 
Cn 一 1m) 维 地 空间 、 
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第 三 草 ” 内 积 空 间 、 希 耳 但 特 
一 (Hilbert) 空间 


内 积 空间 是 特殊 的 赋 范 空间 ， 内 积 空间 的 理论 是 D.,Hi- 
lbert (1912) 在 积分 方程 的 研究 中 开创 的 。 它 比 一 般 的 赋 范 空 
闻 历 史 更 长 、 内 容 更 丰富 。 内 积 空 间 是 欧 几 里 得 空间 的 自然 
推广 ， 并 保持 其 很 多 特性 ， 其 核心 概念 是 直 交 . 由 直 交 性 产 
生 了 投影 定理 与 Fourier 级 数 的 一 般 理 论 . 这 些 性 质 在 一 般 冉 
范 空间 中 是 不 具备 的 ， 而 内 积 空 间 所 以 具有 如 些 性质， 其 关 
键 是 引进 了 新 的 结构 一 一 内 积 . 本 章 着 重 介 绍 内 积 空间 的 概 
念 及 其 基本 性 质 . 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 


内 积 空间 XX (3.1 一 1) 是 在 问 量 空间 上 定义 了 内 积 《x. y>， 
而 内 积 是 三 维 欧 氏 空 间 中 点 积 概念 的 推广 。 利 用 内 积 可 以 定 
义 范 数 和 直 交 . 

Hilbert 空 间 玉 是 完备 的 内 积 空间 。Hilbert 空间 主要 
特征 是 ， 

(I 工 ) 瑞 可 表示 为 亲子 空间 与 其 直 交 补 的 直 交 和 (3. 2 一 5) 

(I) 标准 直 交 集 和 序列 ， 以 及 她 中 元 素 的 对 应 表示 ， 
(83.3，》3.4) 

( 亚 ) 有 界线 性 泛 项 由 内 积 的 Riesz 表 示 (》3.5) 

(NV) 有 界线 性 算 子 了 :所 1 一 右 : 的 Hilbert 伴 随 算 子 T* 


117 


的 唯一 存在 ，( § 3.6) 
利用 Hilbert 伴 随 算 子 定义 自 伴 算 子 、 西 算 子 、 正 规 算 
子 (§ 3,7)。 这些 算 子 在 应 用 中 均 十 分 重要 ， 


83.1 内 积 空间 、Hilbert 空 间 


5.1-1 定义 (内 积 空 间 、Hilbert 空 间 ) . 设 氏 是 数 域 
K(RR 或 C) 上 的 癌 量 空间 ， 如 果 喘 射 
< ，。>: 针 X= 尺 ， 对 于 任意 X，y，z ECX， 用 每 个 GE 
K， 满 足 ， 

(TP1)}, CX+ YY, 2>= <X,2> + 《<Y, 2>, 

(CT P2),. CQX, y> = OKX, y> 


(IP3) <x,y> =<Cy, x> 
<x, Xx» 之 0 

(IP4) <x，x>= 0， 当 且 仅 当 x = 0. 
则 称 <x，y> 为 Xx，y 的 内 积 。 定义 了 内 积 的 同 量 空间 六 称 做 
内 积 空间 ， 完 备 的 内 积 空 间 称 做 内 iibert 空 间 (度量 由 内 积 
通过 下 面 公式 (4) 定 义 ) ( 工 P3) 中 的 上 横 表 示 复 共 力 ， 若 怀 
是 实 内 积 空 间 ， 那 么 ， 

X,Y> = Cy, X> (对 称 性 ) 
由 (I Pl1) 至 (I P3) 得 ， 
(a) <Qx +Py, 2>= ax,2> + bly 2> 


AS 


(D) <%, ay> = OLX, y>. (1) 


(cc) <x, ay + pz2> = a(x, y) + BXx, 2> 
(ta) 表 示 内 积 对 第 一 个 因子 是 线性 的 .(1c) 表 明 内 积 对 第 二 
个 因子 是 共 轿 线性 的 ， 共 锋线 性 也 称 做 “ 半 线 性 ”因此 ， 内 
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积 是 “个 半 线 性 ”. 

3.1-2 5| 理 (Schwarz 不 等 式 ) 。 设 铸 是 内 积 空 间 , 则 
对 于 任意 x，y E 关 ， 有 ， 

[<x, > ?Ex XY y> (2) 

证 明 阁 y》=0,(2) 式 中 等 号 成 站 若 y 关 09, 对 任 一 数 ， 
有 ， 
0 <x- ay x ~ Oy = x, x> Lx y> ALLYy, x> -ax y, 
»>] 


令 x = Ce 代入 上 式 得 ， 


0 Sr, x — LY? Cx, yy, 
< YY> 


从 而 ，(2 ) 式 得 证 ， 
在 内 积 空间 关中 ， 对 于 任意 x EX， 定 义 范 数 ， 
xl = YY <x, x> (3) 
(3) 式 福 足 CN1) 和 (N2). 由 (I P2) 与 (I P3) 有 ， 


lox = V ax, ax> = aa <x,x> = a |xl， 好 
(N3) 成 立 ， 由 Schwarz 不 等 式 
<x, 22| < lx 1y] 
得 ， . 
lx + y= <x +y, x+ y= |x):+2Recr, y> + yl 
<|x|?+2 |<x, y>| + > 有 
<lxl:+2lx) |yl + lyl? 
= (lx| + lyl)? 
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因此 ，1lx+ 旭 和 | + ji 夏 (3) 式 是 上 的 范 数 . 
由 此 可 见 ， 内 积 空间 必 是 赋 范 空间 ， 其 由 范 数 导 出 的 度 
量 为 ， 
d(x,y)= |x-y|= Vx— yx-y> (4》 
3.1-3 欧 几 里 得 (Euclidean) 空间 R" 和 西 空间 C". 
对 于 任意 x = (Er Es) CR", y= (21171) ER", 定 
义 内 积 
< 和 = 六 点 | 7) (5) 
对 于 任意 x = (1 ) 和 CC ， y= (N19 "50n) EO, 定义 
内 积 
< 办 = 总 En; (6) 
易 验 证 (5 )、 (6 ) 满 足 内 积 公 理 (ITP1) 至 (I P4). 故 ， 
R"、C" 均 是 内 积 空间 ， 并 有 度量 . 
d(x, »y) = vex-y,x-y=| 了 ls -7,|? 1 
在 此 度量 下 ，R"、C ”的 完备 性 已 在 1.5-1 中 证 明 ， 因 此 ， 
R' 与 C0" 是 Hilberi 空 间 . 
3,1-4 连续 函数 空间 . 设 愉 是 [c,2Jj 上 复 值 连续 国 数 全 
体 ， 其 内 积 定 义 为 ， 


《X,Y> = | x yD dt (7)» 
可 以 证 明 (7) 式 是 关上 的 内 积 .。 (参见 习题 8) . 并 有 座 量 
d (x, y) = Vex-y ze-w=|| Ix(1) ~ y(1)| 2 dt | 
在 此 度量 下 ， 志 是 不 完备 的 〈 自 证 ) .所 以 ，X 是 内 积 空间 ， 
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而 不 是 希 尔 伯 特 空间 .， 
3,1-5 ”Hilbert 空间， 在 ?上 定义 内 积 ， 


xy> = DD Ein; (8) 


加 为 对 于 任意 Xx，yE1， 由 Cauchy-Schwarz 不 稳 式 知 (8) 
式 右 端 级 数 收 敛 ， 并 满足 (I Pl1) 至 (I 工 P4)， 在 度量 


co I 
d(x,yY)= wy xX~y> -| 5 8; -7011 | 
= | 


下 是 完备 的 (在 1,5-4 中 已 证 明 )， 
/? 是 最 早 提出 来 的 希 耳 伯 特 空间 的 一 个 典型 空 间 ， 它 是 
由 D. Hilbert (1912 年 ) 在 积分 方程 著作 中 首先 介绍 的 ， 但 
是 , 希 耳 伯 特 空间 的 公理 化 定义 直到 1927 年 才 由 J. Von. Neur= 
mann 在 关于 “量子 力学 的 数学 基础 ”一 篇 论文 中 第 一 次 
给 出 . 那 时 的 定义 包含 了 可 分 性， 后 来 (1934)H.Le6wig、 
F. Rellich 和 F .Riesz 指 出 ， 对 于 理论 的 绝 大 部 分 来 说 ， 可 
分 性 是 不 必要 的 . 此后， 这 个 条 件 就 从 定义 中 去 挤 了 . 
内 积 空间 的 范 数 有 下 列 重要 性 质 . 
3.1-6 引 理 (平行 四 边 形 等 式 ) ， 设 式 是 内 积 空 间 ， 
上 .是 由 内 积 通过 (3 定义 的 范 数 ， 则 对 于 任意 x,y EX， 
有 . 
jx + yl?+ lx —y)2= 2C xl? + yl?) (9) 
〈 留 作 习 题 ， 参 看 习题 1 ) 
如 果 关 = Ri， 等 式 (9) 有 明显 的 几何 意义 平行 四 边 形 
两 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 边 长 度 的 平方 和 ， 因 此 ， 对 于 
内 积 空间 ， 等 式 (9) 称 做 平行 四 边 形 等 式 . 
引 理 3.1-6 表 明 由 内 积 定义 的 范 数 必 满 足 平行 四 边 形 等 
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式 (9). 不 满足 (9) 的 范 数 不 
能 由 内 积 导 出 . 由 下 列 看 出 
不 是 所 有 赋 泥 空间 都 是 内 积 
空间 |， 

3.1-7 空间 !? (pp 大 2) 
不 是 内 积 空间 . 图 14 平面 上 边 x 与 > 的 平行 四 边 形 

证 明 取 %= (1,1, 0 0，，) El1? ,y= (1 -1 0 0 ) 
E17 那 么 ，jzxl = 上 yl = 2Y72，lx+ 媳 = 和 xz- 如 =2. 因 为 
p 去 2, 所 以 , (9) 式 不 成 立 ，1? 的 范 数 不 能 由 内 积 导 出 ,故人 
(PP 去 2) 不 是 内 积 空间 . 

3, 1-8 Crop 不 是 内 积 空间 ， 


证 明 xj = max jx( 有 DI， 取 x() =1，y(t) = 5 


Wz) = lz| = 1 x) +9 lt x(t) yt) 


ff-a 
D-a 
是 ，|x+yl?+ lx—yl?= 5, 2(Cjxl?+ lyl?) = 4， 即 Crfe， 
bp] 上 的 范 数 不 满足 平行 四 边 形 等 式 (9). 因此 ，CLa, 5 不 是 
内 积 窒 间 ， 

内 积 空间 的 内 积 可 以 用 范 数 表示 . 对 于 实 内 积 罕 间 ， 
有 . 


=1- lx+y1 = 2, lx-yl=1. 于 


Cxs y> = (ls + yl: lx yl’) (10) 


对 于 寓 内 积 空 间 ， 有 ， 
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Redx, >= (x + yi2— lx— yh) (11) 


Im<x, y> = 二 上 x+ 


(10) 与 (11) 通 常 称 为 极 化 恒等式 〈 参 看 习题 4) 

内 积 空 间 X 的 子 空间 了 是 指 赋 范 空间 气 的 子 空间 , 并 将 
对 上 的 内 积 限制 在 YY xY 上 . 

Hilbert 空 间 忆 的 子 空 间 7 定义 为 内 积 空间 已 的 子 空间 . 
不 要 求 完 备 ， 即 了 不 一 定 是 Hilbert 空 间 . 

由 定理 2.3-1 和 2. 4-2 江 即 得 出 下 面 定理 : 

3,1-9 定理 〈 子 空间 ) ， 设 了 为 Hilbert 空 间 恕 的 子 红 
间 ， 那 么 ， 

(a) 了 为 完备 的 充 要 条 件 是 了 在 鼠 中 团 ， 

(b) ”车 Y 了 是 有 穷 维 的 ， 则 Y 是 完备 的 . 

(c) 若 且 是 可 分 的 ， 则 了 亦 可 分 . 
3.1-10 引 理 (内 积 的 连续 性 ) ， 在 内 积 空间 中 ， 若 xX. 一 %， 
yue->3， 则 <xs，y> 一 <X， 37 

证 明 利用 3chwarz 不 等 式 ， 得 ， 

[Cxny Ya>— <X, y>| = Ix Vi> — Xr Y>+ Xr 3 


一 《2， y>| 
< [CX ,, yn — > + [<x, — xX, y>| 
<|xllys —y) + lx, -xl ly| 
—> ( , 
从 本 节 例 题 看 出 ， 内 积 空间 有 完备 的 ， 也 有 非 完 甸 的 ， 
对 于 非 完 备 的 内 积 空间 可 以 完备 化 ,为 此 ， 我 们 首先 介绍 内 
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积 空间 同 构 的 概念 . 
3. 1-11 定义 (内 积 空间 同 构 ) , 设 X、 六 是 同一 数 域 上 上 
的 内 积 空 间 ， 如 果 存 在 了 到 了 上 的 线性 双 射 : 卫 -> 卫 , 且 保 


持 内 积 不 变 

< x, Ty>= <x, »y> 
则 称 忒 与 怀 为 同 构 的 内 积 空间 .7 称 做 从 内 积 空间 亏 到 内 积 
空间 了 上 的 同 构 映 射 . 

5.1-12 定理 (完备 化 );. 设 X 是 内 积 空间 ， 则 必 存 在 一 
Hilbert 空 间 太 为 的 完备 化 空间 ， 有 即 半 与 全 的 稠密 子 空 间 
矿 同 构 ， 且 在 内 积 空间 同 构 的 意义 下 ， 妃 是 唯一 的 . 

证 明 由 于 内 积 空间 和 必 是 赋 犯 空间 ， 利 用 定理 2.3-3， 
存在 一 Banach 空 间 态 ， 使 得 关 与 电 的 秽 密 子 空 间 矿 同 构 ， 
并 有 同 构 映射 TT，XX 一 


首先 在 矿 上 定义 内 积 ， 对 于 任意 %，»》 EW， 存 在 %， 
y EX， 使 得 ，% =Tx，》 = 了 Ty， 定 义 . 


Cx, 人 > = x, 7, : (12) 
由 于 TT 是 线性 双 射 ， 易 验证 (12) 左 端 满 足 (1P1) 至 (1P4)， 


HTx, Ty> = <x, 办 .| 人 | = |x|= V <%, X> -Y < x > 
即 人 保持 内 积 不 变 ， 原 范 数 和 由 内 积 (12) 导 出 的 范 数 一 致 
因此 ，XX 与 矿 是 同 构 的 内 积 空间 . 

现在 我 们 在 万 上 定义 内 积 . 由 于 XX 与 族 同 构 ， 可 视 在 
采 中 稠密 ， 对 于 任意 Xx， EH 覃 ,存在 (Xx) CY，(y CCX， 
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使 得 x, ~、，y。>》 ， 通 过 

Cx, y> = lim<x，， yn> (13) 
定义 态 上 的 内 积 . 可 以 证 明 (13) 右 端 极 限 存在 ， 并且 数值 
Kx，y> 与 (x,) 、(y,) 的 选择 无 关 ， 即 这 样 定义 的 内 积 有 
唯一 确定 的 意义 ， 利 用 内 积 的 连续 性 ， 易 验证 <x ， > 满足 
(1 Pl) 至 (LP4) ， 并 有 , |x| = lim lx = lim VAs sy 


- 人 ,个 、， 故 采 上 原来 的 范 数 与 内 积 (13) 导出 的 范 数 是 
一 致 的 . 因此 ， 卫 是 Hilbert 空 间 . 
如 果 和 还 有 一 个 完备 化 空 间 态 , 利用 定理 2, 3-3 及 内 积 
的 连续 性 ， 可 以 证 明 末 与 过 是 同 构 的 内 积 空间 . 
习 题 3.1 


l. 和 证明 公 式 (9) . 、 

2. 著 兴 是 实 内 积 空间 ， 证 明 jjx 有 = 用 2 薄 浮 Cx+ y，x 一 六 
=0. 如 果 污 = RI 这 在 几何 上 意味 着 什么 ? 如 果 必 是 复 的 其 意味 着 
什么 ? 

3.(Appolonius 伍 等 式 〉 证 明 在 内 积 空 间 广 中 ,对 于 任意 x，, >， 
:入 飞 ， 有 ， 


1 
lz-xll2+ llz-yil= lix— y1l 
l 
+2||z—。, (x+y)|1? 
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并 证 明 此 恒等式 信 能 由 平行 四 人 也 形 等 式 (9) 推出 
4。 证 明 公 式 !40) 和 (人 (19 ， 
5。 在 内 积 空间 中 ， 若 对 所 有 x， 有 ，<x，u>=<x，v> 则 ，u=v， 
6 。 车 z!1，2z1 表 示 复 数 ， 证 明 <zi，z4>= zi1zs 是 一 内 积 。 其 在 复 
平面 上 产生 通常 的 度量 ， 
7. 设 关 为 所 有 复数 的 有 序 对 构成 的 向 量 空间 ， 在 X 上 定义 范 数 ， 
站 x 人 = 1E)|+1E] 
这 里 x= (5 ，82)E<， 试 问 么 能 成 为 内 积 衬 间 肥 1? 
8. 证 明 (7) 满足 内 积 公理 人 (71D) 至 (L 44) 
9. 如 休 为 有 穷 维 向 量 空间 ， 且 {el，…，es} 是 么 的 一 个 基 ， 
证 明光 上 的 内 积 完 全 由 数值 r, = <e; ，e;》 确 定 , 我 们 能 任意 选择 数 
ri 吗 ? 
10。 在 及 :和 有 3 中 ，Schwarz 不 等 式 表 示 什 么 ? 在 这 些 情况 下 给 
出 另外 的 证 明 . 
11, 设 久 是 由 x= 0 和 [a，0] 上 次 数 不 超过 2 的 实 系 数 多 项 式 组 
成 ， 并 按 (7) 定义 内 积 ， 证 明天 是 完备 的 . 车 ?由 XX 中 满足 x(0)=0 
的 x 全 体 组 成 ，7 是 和 的 子 空间 吗 ? xE€ 广 且 次 数 等 于 2 的 x 全 体能 构 
成 的 子 空间 吗 ? 
12 。 举 出 寿 子 空间 的 例子 . 
13。 证明 对 于 内 积 空 间 的 序列 (x*)， 条 件 . 
1x:|| 二 ||x| 上 和 <x，, x>>《<x，x> 冀 酒 Xn 六 x， 
14 。 设 玉 为 /二 [a，b] 上 连续 复 值 冰 数 全 体 所 成 的 向 量 空 间 ， 令 
Xi=V, :1 ), X= VV, |||. |{;) 
这 里 ， [ix|l»>= max|x(i)), [lxll2= <x，x>1/2, 


<x，y>= | xydadt. 证 明 XX, 到 Xs 的 恒 等 映 世 


xj->x 是 连续 的 《但 不 是 同 胚 ， 拒 ?不 完备 ,) 
15 。( 稚 算 子 ) 设 全 :三 -> 三 是 有 界线 性 算 子 ， 区 为 复 内 积 空间 ， 
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车 对 所 有 xE 半 ， 有 <Tx，x>= 0 成 立 ， 则 7 = 0 .证 明 在 实 内 积 空间 
中 ， 上 述 论 断 不 成 立 . (提示 :， 考 虐 Euclideaa 平 面 上 的 旋转 ) 


在 度量 空间 中 ， 从 元 于 Px* 
x 到 一 非 空子 集 几 C 吐 A 的 时 as) 


离 6 定 义 为 z 7/ 
5= infd (x, y) 


在 赋 范 空间 中 ，0 定 


义 为 _ 
6=inflx— yl (1) 
yEM 图 15 x 到 4 的 距离 
现在 我 们 讨论 杂 中 能 否 唯 一 存在 元 素 y。， 使 得 ， 
6=|x—»l. (2) 


这 无 论 在 理论 上 和 实用 上 都 是 十 分 重要 的 . 例如 其 与 国 数 通 
近 理论 有 密切 联系 ， 
图 16 表 明 即 使 在 很 简单 情况 下 ， 如 Euclidean 平 面 K&? 


A 7 A 
\ | 人 
、 4 le (1 5 YY 
\ | / | AN， 
、 (无 y) (唯一 y) (无 限 多 个 v/ 
(a) (b) 


图 :6 在 计 己 R? 的 情况 下 ， 满 足 (2) 的 y 点 存在 
性 与 唯一 性 ， 其 中 (a1 与 (8) 各 为 一 开 线 段 ， 
4c) 为 一 图 嗓 ， 
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上 ， 满 足 (2) 的 y 可 能 不 存在 、 或 恰好 有 一 个 、 或 有 无 穷 多 
个 . 

关于 > 的 存在 性 和 唯一 性 问题， 在 一 般 的 贼 范 空间 情 帝 
更 复杂 . 但 在 Hilbert 空 间 中 ， 相 对 的 较为 简单 . 这 个 事实 
使 人 辟 到 惊异 ， 并 由 此 引出 很 多 理论 和 实际 结果 .， 

为 考察 Hilbert 空 间 这 种 点 的 存在 性 和 唯一 性 问题 ， 需 
要 引进 下 列 两 个 有 关 概 念 . 

设 x、y 是 癌 量 空间 XX 中 给 定 的 二 回 量 ， 称 集 

{z lz EX, z=ax+t+ (1-0)y, 0<a<l} 


“为 连接 x，y 的 线段 ， 


图 17 连接 x 与 y 的 线段 的 图 示 
设计 是 六 的 子 集 ， 如 果 对 于 任意 Xx，y EM， 连接 x 与 > 
的 线段 均 包 含 在 M 中 ， 则 称 杂 是 凸 集 . 
例如 ， 疝 量 空间 基 的 任 一 子 室 间 是 凸 的 ， 凸 集 的 交集 仍 
为 凸 集 ， 


128 


3.2-1 定理 ( 极 小 化 向 量 ). 设 针 是 内 积 空间 , M 7 作为 
从 的 完备 凸 子 集 ， 则 对 于 每 一 个 给 定 的 x EX ， 存 在 唯一 的 
y CM， 使 得 . 


{ 
3= ,lx — y j=]x-yl 


(a) 存 任性 .由 下 确 界 的 定义 ， 对 于 每 个 %"， 存 在 


(3) 


证 明 
了 €M, 使 得 ， 6 魏 jx -ye 和 6+ 


利用 平行 四 边 形 等 式 ， 由 好 是 凸 集 ， 有 
| ys 一 有 = x- y,) - (x-y.))? 
=2(x 一 ye:+4x 一 ye 2 
-12x— (y+ ya)): 
=2(1x -y+ lz 一 ye 


,因此 ,5= limjz - > 


-dx -+o 


|x ~ ya1?) — 462—> 0 


(n,m— 0°o) 


即 (y,) 是 Cauchy 序 列 ， 因为 用 是 完备 的 ， 存在 y EM， 使 
得 y。~>y， 由 于 范 数 的 连续 性 . 


3= limle ~ ye) = jx 
(b) 唯一 性 ， 若 还 有 Yo EM， 使 6 = lx 一 yol, 川 
由 平行 上 四边形 等 式 ， 


Iy — yo:= | x- y) (x- yl 
= 2(x— yol: + lx — y1’) 
-2x 一 (yo+ y)|? 
1 29 


1 
= 2(62+025) 一 让 xx > (y+ wf 


< 402 一 49? 
= 0. 
于 是，y = yo， 
3.2-2 定义 ( 直 交 ). 设 x，y 是 内 积 空 间 X 中 的 两 个 间 
量 ， 如 果 ， 
<X, V>= 0 


则 称 x 与 :/ 直 区 . 记 作 x y， 对 于 子 集 4，BCAA， 若 4 与 所 
有 a 《4A 直 交 ， 称 x 与 4 直 交 . 记 作 x.LA. 如 果 对 任意 a € 4 
和 任意 《有 ， 均 有 c Lp， 那么 ， 称 4 与 如 直 区 , 记 作 41 8B.， 
称 集 
A+= {x| YE4，YL 4) 为 4 的 直 交 补 ， 

3.2-5 引 理 (让 交 性 ) ， 设 Y 是 内 积 空间 基 的 子 空 间 ， 
对 于 给 定 的 x EX， 如 果 存 在 y EY 了 ， 使 得 . 


[x yl iallx-y|， 则 x-yLY. 
ye 


证 明 因为 ,3= i jx ~ 2】 = |x~ ?| 那么 


对 于 任意 yEY，y 关 9， 和 任何 数 1， 有 ， 
<x y+Aam = Ay 
<|x~»l*-2Re<A (x-y), > 
+ 220yl: 
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取 4 = 《X27)， 22 代 和信 于 趟 ， 得 
ly | 


O62 M7 KX) > 
eA | > 


yy) wo 
妈 0 < KX-») A << 1 


SE 


于 是 ，< (x -~ y)， y> = 0 ， 
5.2-4 定义 : 直 和 )， 设 XX 是 向 量 空间 ，Y、Z 是 入 的 两 
个 子 空间 ， 车 对 于 每 个 x E 兴 可 唯一 地 表示 成 ， 
X=y+2 y€Y, z €2., 
则 江 称 为 Y 与 Z 的 直 和 . 记 作 X= 了 DBZ， 如果 YL 上 2Z， 则 
广 = 了 YZ 称 做 了 与 2 的 直 交 和 . 
3.2-5 定理 ( 直 交 和 ) ， 设 Y 是 Hilbert 罕 则 仿 的 闲 于 空 
名 ， 则 
X=V@Y: (4) 
证 明 因为 厅 完 备 ，Y 是 闭 的 . 由 定理 1. 4-8, 了 是 完 
的 。 由 于 子 空间 Y 是 凸 集 ， 利 用 定理 3. 2-1 和 ?| 理 3. 2-4， 对 
于 任意 x E 瑟 ， 存 在 唯一 的 ”EY 了， 使 得 z = x 一 y 上 人 Y， 即 x 
可 唯一 地 表示 成 ， 
X=y+2. yEY, 2 CY+ (5) 
于 是 ， (4) 式 得 证 ， 
(5) 式 中 的 y 称 做 x 在 子 空间 了 上 的 直 交 投影 (简称 投 
影 )， 因 此 ， 定 理 3, 2-5 亦 称 做 投影 定理 ， 
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利用 (5) 式 可 以 定义 一 喘 射 ， 
p:H—Y (6) 
x | 一 = DPX. 


p 称 做 碳 到 Y 的 投影 算 子 . 


图 18 定理 3.2-5 及 公式 (6) 的 图 示 

项 尔 伯 特 空间 互 到 其 闭 子 空间 Y 的 投影 算 子 pp 具有 下 列 
洁 性 质 . 

(a) bp 的 兄 数 或 是 0、 或 是 1. 

证 明 当 Y =1{9 引 上 时， 对 一 切 x 5 及，px EY。 因此 ， 
px= 4， 即 p 是 零 算 子 . pl = 0 . 当 Y 了 二 10}) 时 ， 对 于 任意 
x EE 玉 可 唯一 分 解 为 3,2-5 中 x= px+2, pxEY., zc7+ 所 
以 ， lxl?= [pxt?+ lzl?. lpxl elixl,， 于 是 ，ipl<1. 另 
一 方面 ，x EY， 有 X= px%， pl>- 记 和- 1 (x 关 扑 ,从 而 ， 


[pl =1. 


了 了 4 


(5) Pp 必 是 有 界线 性 算 子 . 

证 明 对 任意 Xi，xz 万， 有 分 解 式 Xx1= PXi +21 
Xz= 让 x+2 2Z1，Z22 和 7 ， 对 于 任意 教 CQ、 几 ， 

cxXI+ 有 xs = (ahxli+ 有 pxXo) + (azl+ 21) 
这 里 ，apxi+p8pbxs EY，0z1+Bzs EY1:， 由 定理 3,2-5 直 交 
分 解 的 唯 ~ 性， 那么， 
plaxit+ Px) = a pxi+ BDPX;. 

即 p 是 线性 算 子 .由 人 性 质 (a) 知 p 有 界 ，. 

(c) p 是 短 等 的 ，p?:= p. 

证 明 ”对 于 任意 x EH，p’x= p(px) = px. 

(d) pp 的 零 空间 等 于 了 的 直 交 补 ， NN (p) = 了 

对 于 Hilbert 空 间 玉 的 子 空间 YY， 有 YC(Y')+=Y++, 
还 可 以 证 明 乡 是 囊 的 团子 空间 (参看 本 池 习题 12) .由 此 可 
知 ， 了 了 不 一 定 是 了 + 的 直 交 补 《 因 为 了 不 一 定 是 闭 的 ) . 

3.2-6 引 理 ( 财 子 空间 ) ， 设 Y 是 Hilbert 空 间 瑞 的 闲 子 
奴 间 ， 则 ， Y=Y+:， 

证 明 对 于 任意 x EY，x 上 7 ， 那 么 ，x EY ， 改 证 
得 YCY++. 设 x EY!+CA， 则 由 定理 3.2-5，xX 有 唯一 分 
解 式 X= y+z，y EYCY-,, z EL 因而 , XxX- y=z 人 YL 
另 一 方面 , 由 XxX、y EY :+,Y 是 向 量 空间 .于 是 ,x~y E&Y. 
x 一 y》 上 LY 了 +!， 从而， 有 x 一 yi?=<x-y，X-y>= 0。 了 成 X= 
y EY .因此 ，Y'+CY. 

3.2-7 引 理 (稠密 集 ) ， 设 只 关 人 是 Hilbert 空 间 互 的 子 


集 ， 那 么 ，SpanM = 刀 的 充 要 条 件 是 M+ = {9}. 
证 明 (a) 必要 性 . 车 SBa6 提 = 万 . 设 x*EM'， 那 
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么 ，xE1= SpanM ， 由 定理 1.4-7， 存 在 x, ESpanM 使 


x, 一 x*， 因 为 M+ SpanM， 二 是 <x,，x>= 0 利用 引 理 3.1 


-10 (内 积 的 连续 性 )，|x|:= <x，x>= 0 因此 x= 刀 
M =10}. 


(6b) 充分 性 . 假设 M- = {0}, 对 于 任意 xE SparM : 
财 ，x 上 47， 即 ， x EM*= {0), 所 纹 ， X= 0 


SpanM: ={0}, 取 定理 3.2-5 的 Y= SpanM ， 于 是 ,HH = 


-站 中 上 = 了 中 1 四 = 了 了 ， 故 SpanAL = H. 


id 


司 题 3.2 


1，(Pythagorean 定 理 ) . 在 内 积 空间 和 中 ， 若 xy， 证 明 
上 x+yllz= | 上 x1l?+ 有 yy? 此 公式 可 推广 到 m 个 互相 直 交 向量 
的 情形 。 若 必 为 实 空间 ， 上 述 公 式 昔 涵 x 上 y， 举 例 说 明 若 为 复 空 
间 时 ，x 上 y 不 一 定 成 江 ， 

2 . 设 X 关 bf，y 天 4， 是 
内 积 经 间 守 的 两 个 元 素 ， ， 
(Ga) 若 x 上 YY， 则 {x,y} 是 
线性 无 天 的 . 

(5) 若 x) 子 4,，Xi4 - 


Xj (tA) 1 1 = 1,2,°, [x 关 
7， 则 集 {Xi Xe} 是 
线性 无 关 的 、 图 19 pythagorean 定 理 的 说 有 明 


8 .证 明 在 内 积 空 间 中 ，x 上 >》 的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 数 a，||x+ 
ey||= ||x—ay||. 

4 .证 明 在 内 积 空间 中 ,x y 的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 a, || x+ay|| 
”| |x|| : 
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ay xXtay 


xX~ay 


Ix+agy =|x-ay lx+aylzlix-ay ， 


图 20 欧 几 里 得 平面 Kt: 中 的 习题 3 的 图 示 
5 , 设 古 是 日 ilbert 空 间 , MM CCH 为 一 同 子 集 ，{x} CM,||x,|| 
d= inf {fx|l|， 证明 (x。) 在 囊 中 收 伍 ， 试 在 人 ?或 人 :中 给 出 具体 
例子 xE M. 


6 .证 明 人 "的 子 集 条 = {yj y= (91 In)) 民 nj 二 1} 是 完备 


的 、 廿 的 。 在 入 中 找 出 最 小 范 数 的 向 基 , 

7 .证 明 [- 1 1 上 所 有 实 值 连续 函数 所 构成 的 向 量 空间 万 可 以 者 
示 成 (- 1 1, 上 奇 连 续 蚊 数 全 体 所 成 之 集 与 偶 唱 数 全 体 所 成 之 集 的 直 
和 . 

8 。(a) 证 明 在 瑟 为 Hilber 空 间 ， 肥 为 状 的 闵 子 空间 上 时， 定理 
3.2-1 仍 成 这， . z 

(8) .能 用 Appotonius 人 恒等式 (习题 3.1 中 的 第 3 题 ) 证 明定 理 
3 .2-] 取 ? 

9 .在 环 2 中 ， 车 (cd) Mf = {xj > 三 (81, $2) £0} ; (5b)AM 为 R32 
中 线性 无 关 集 {xi,x:} ， 分 别 求 出 Mr . 

10. 证 明 7 = {xjlx= (561) E13 524 =0， n= 12)} 为 六 的 
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一 团子 空间 ， 并 求 Y+. 若 Y = Span {eyen} 2;= (0;1) 人， 
旭 Y + 等 于 什么 ? 

11. 设 4 与 为 内 积 空 间 半 的 非 空 子 集 , 且 44 守 B、 证 明 :; (a) B+ 
cc- At. (b) At+i! 一 - 4 , 

12 .证 明 在 内 积 空间 半 中 ， 其 子 集 村 冯 $ 的 直 交 补 训 + 是 革 的 一 个 
闭 子 空间 . 

13 ,证明 Hilbert 空 间 于 的 子 空间 了 在 及 中 为 闭 的 充 要 条 件 是 
= li 

4. 设 村 沽 名 是 Hilbert 空 间 太 的 任 一 子 集 ,证 明 儿 +*+>J 及 中 包 
含 放 的 最 小 团子 空间 . 


$3.3” 直 交集 和 直 交 序列 


我 们 回忆 处 中 的 基 问 量 e1= (1,0,0)， e2(0,1,0), es = 
、 


pa “2 
和 


图 2] 玉 3 中 的 直 交 集 {el,e2z,es} 、 及 表示 式 


X 一 CIegl 二 Ce2 二 CQC3e3s 
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(0,0,1)， 它们 中 的 任何 两 个 均 直 交 ， 对 每 一 个 x ER:， 有 了 唯 
一 的 直达 式 . 
X= Qie1 十 Qae2 + Tals 


《XE;> = Barker ei>= ai j=1,2,3 


由 此 可 见 , 直 交 性 带 来 了 很 大 的 方便 , 我 们 要 将 R: 中 直 交 
系 的 概念 推广 到 一 般 内 积 空间 上 ， 还 会 得 到 其 他 结果 . 事实 
上 ， 直 交集 和 直 交 序列 的 应 用 构成 了 内 积 空 间 和 Hilbert 空 
间 的 本 质 部 分 . 首先 让 我 们 介绍 直 交 和 集 与 直 交 序列 的 概 份 ， 

5.5-1 定义 ( 直 交 集 与 直 交 序列 ) . 设计 是 内 积 空 间 
义 的 子 集 , 如果 必 中 每 一 对 不 同 元 素 均 直 交 ， 则 称 放 为 直 交 
集 ， 者 对 于 所 有 x、y EM 有 


0 xX》 
CX, y>=1 : C1). 
1 X=» 
那么 称 M 为 标准 直 交 集 . 如 果 XX 中 序列 (x.) 的 每 一 对 元素 均 
直 交 ， 妈 ， 
Xs Xi2= 0 1 天}. 


则 称 (x,) 是 直 交 序列 如果 (x,) 满足 ， 
0 i 
<YX ;， xi>= 1 
1 Y 一 ， 
则 称 (x,) 是 标准 直 交 序列 . 更 一 般 地 , 如 果 族 人 (x.)，Q E7， 
对 所 有 a,PPE1J，a 二 Bp， 有 ，X。LXxs， 则 称 此 族 直 交 ， 如 果 
对 所 有 cy BB &14， 有 ， 
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0 ah 
CX ,9 xs>=1 (2) 
| a=f 
那么 ， 称 此 族 是 标准 直 区 的 ， 
例题 . 
3，3-2 Euclidean 空 间 R:. RR 中 直角 坐标 系 的 三 个 举 
标 轴 的 正 向 单位 向 量 e1 = (1,0,0)，es= (0,1,0)，es= (0， 
0, 1) 构成 一 标准 直 交 和 集 {el1, ez es}. 
3.3-3 空间， 取 e, = (0 )， 那 么 ， (es ) 是 [中 的 标 
准 直 交 序 列 . 
3.3-4 ”连续 函数 空间 . 设 六 是 [0, 2x] 上 连续 实 值 函数 
全 体 ， 其 内 积 定义 成 . 


2 
X,Y> =| x (t) y(t) dt 


那么 ， 序 剂 (cosnt),n=0,1,;2**、 和 序列 (sinnt) 均 是 儿 由 
的 直 交 序列 . 序列 


和 序列 (卫生 ) 均 是 天 中 的 标准 直 交 序 列 ， 
4 / A . 


下 面 我 们 讨论 直 交 集 和 直 交 序列 的 一 些 简单 性 质 . 
设 和 是 内 积 空 间 ，x，y EX，x 7y， 那 么 ， 
jx + y= ll2+ ly 
更 一 般 地 ， 车 {xXb… Xu) 为 一 直 丈 集 ， 由 
和 x+ + Xl ?= x ?re +t xl ( 3) 


事实 上 ， 由 于 《xi xnp>= 0 ，7 寺 。， 因 而 ， 
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| 有 > > > xu ° 2 b> ik 

xp= Dr r= Dh 

3.3-5 引 理 (线性 无 关 ); .标准 直 交 和 集 是 线性 无 关 的 
证 明 设 ie1,，… ,es,} 为 标准 直 交 ， 考 察 方程 


GIE!1 -+ 十 Ce 二 上 
有 ，《 > Qiei Ch>= D Qj Ej Ep = ORCL Ea = CA 
= 0 . 因此 ， 证 明了 任意 有 限 标准 直 区 集 线 性 无 关 . 若 给 定 
的 标准 直 交 集 是 无 限 的 ， 由 $ 2. 1 线性 无 关 定义 同 样 可 证 明 
其 线性 无 关 . 
设 iel;…,e,} 是 内 积 空 间 X 的 标准 直 交集 ，x EE 对， 如 


果 xX = 之 QieP， 那 么 ， Qi 二 <《XyGi>， j=1,2, ***， 1, 及 
》 到 


之 ， 对 于 xEAX%， 和 标 维 直 区 集 teb…e*)， 总 能 作 一 癌 
量 y 


y= 2 《XeEi7Ei 


一 般 说 来 ，y 关 x， 然而 胡 有 (x 一 Vv) Les，R= 1,2,…%， 因 
此 ， 有 下 列 引 理 . 

3.3-6 引 理 ( 投 影 )/， 设 {eye2,*…e,} 是 内 积 空间 XX 的 
一 标准 直 交 集 ，Y = Span{ei,…,e,), 其 中 m 固 定 ， 则 对 于 任 


意 XE€ 和 ，y= ,之 《<x,es>es 是 Xx 在 VY 上 的 投影 . 且 和 有 
Jyj ?= > xyep2l2 (4) 
k= 


1 3 


lx - yl:= [xl?- 之 ， [xs ea> | (5 ) 


证 明 对 于 任意 <EX.。 y= 卫 Kx eu>ew 由 于 ci， 
ee 两 两 下 交 ， 那么 ， 对 十 m= 1,2,*…,n. 
《Ven>= < = <Xy 25DPE 已 > 
-1 


二 之 <《X， EDKEA 9 sp = 《Xs Cn, 
-1 


因此 ，<x - y,e。> = 0 于 是 ， 
(x—-y)|Y. 
卜 y 是 x 在 VY 上 的 投影 . 
z 由 于 tel et…eus} 是 下 的 标准 直 交 集 ， 因 此 


中 2=《yy，y> = < 之 Xs Ei PE i， >2 Xs eeEA > 
1=! . -1 


令 ，z = 三 x 一 y 则 y_Lz， 从 而 ， 
[xl= |y+zj=<y+2, y+2>= 
y+ = 3 lex, ev?+ lx -ol 
即 (5》 得 证 ， 
利用 (5) 立即 得 出 
> Kx, es 上 slxl (6) 
3. 3-7 ”定理 . 设 {ebez…e,} 是 内 积 空 间 克 中 的 标准 者 
太 集 ， X 和 有， 直 么 ， 对 任何 ?个 数 <， Cs 有 ， 
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"We 


和 Sanesl>lx- 之 <x, ee,>e,| (7) 
= -= } 


证 中 SY1= 之 Gueis 》 二 2 <X, ChIEhS 
=] 由 二 1 


2z=xXY-y 由 5| 理 3.3-6，yz，y1ILz， 于 是 >- 3yILz， 从 
而 ， 利 用 (3) 得 ， 

JIx -yl:= jy+z)— yl|:= |(Cy -yy1) +2)?= ly— yl 

| 

玖 (7) 成 立 ， 

由 (6) 可 得 到 下 面 定 理 ， 

5.35-8 贝 赛 尔 (Bessel) 不 等 式 设 (ek) 为 内 积 空 间 励 中 
一 标准 直 交 序列 ， 则 对 每 一 个 x€ 关 ， 有 ， 


1<x， er?<Ixl? (Bessel 不 等 式 ) (8) 


一 个 与 Bessel 不 等 式 有 关 的 问题 是 Fourier 级 数 . 
3.3-9 定义 (Fourier 级 数 ) 设 (e,)，14€1， 是 内 积 
至 间 X 中 一 标准 直 交 族 .xEX ,级 数 了 <x，e、>e, 称 做 x 关 


于 族 (e\)，46E7 的 Fourier 级 数 ， 当 ，x= 2) <x，ei>ei 肝 ? 


称 x 可 以 展 成 关于 (e,)，26E7 的 Fourier 级 数 . 《xyx，e ,>， 
/和 7， 称 做 x 的 Fourier 系 数 ， 

3.3-10 定理 (收敛 ) . 设 (e,) 是 Hilbert 空 间 互 的 一 标准 
直 交 序列 ， 则 ， (a4) 级 数 


2 


之 CReEA (9) 
收 敏 《〈 依 也 上 范 数 ) 的 充 要 条 件 是 级 数 . 
了 | (10) 
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收 笋 。(b) 若 (9) 收 钱 到 x EE 瑞 ， 那 么 ，a， = 《<x，6,》 
这 时 ， (9) 可 写成 
5 <x. er Yes=x. (11) 


(c) 对 于 任意 x EH 级 数 六 <x，eh>es 均 收敛 ( 依 H 上 
的 汉 数 收敛 ) . 


证 明 (a) 仿 S$S,=aQalelt'**+tQaens0On = Iai + 
+ ja,|” 根据 (e。) 的 标 淮 直 交 和 性， 对 任意 正 整 数 m、 之 
nn， 
IS — Sl = las ?++ lc =0.-0, 
因而 ，(5,) 为 电 中 的 Cauchy 序 列 的 充 要 条 件 是 (0,) 为 R 中 
Cauchy 序 列 ， 于 是 (a) 得 证 ， 
(5) 因 为 (e,) 是 标准 直 交 的 ， 所 以 ， 
49,，eij>=aji， j=1, 2, nn, 
假设 S,-~>x， 利 用 内 积 的 连续 性 ， 有 ， 
Qi = ei>-CX，ei> 
Bj, Ci， =(《XY，e),7>。 7=1, 2*, 
(c) 根 据 定理 3, 3-8 中 的 Bessel 不 等 式 ， 级 数 


也 xy ev 路 全 3， 由 (0) 知 级 数 也 <x， “esp2ei 收 化. 


3.5-11 引 理 (Fourier 系 数 ) . 设 (ej)，1E7T， 是 内 积 
窄 间 关 中 一 标准 直 交 族 . 则 对 每 一 个 xEX， 至 多 有 可 数 个 
缆 零 Fourier 系 数 <x,e;>》 .月 满足 Bessel 不 等 式 ， 


p> 上， ei> 上 < 


证 明 对 于 每 -一 个 国定 的 站 = 1， 9 "*°, 根据 (6)， 使 得 
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kx，e?| > 工 成 立 的 Fearier 系 数 的 个 数 必 有 限 ， 令 


BE。={ei| Kx，ei?| > 过 }， 忆 = _U EE. 则 集 E 是 可 数 的 . 


并 且 ，e; Efe,，AEJ} 一 时 ，<x，e1>= 0 ,根据 Bessel 不 
等 式 (8) ， 有 ， 
| 2 ex)| 二 之 | <%, ei> | :<I xf 
标准 直 交 序列 使 用 时 非常 方便 ， 下 面 我 们 介绍 将 线性 无 
关 序 列 化 成 标准 直 交 序列 的 方法 . 
3,3-12 引 | 理 ( 克 菜 姆 一 施 密 特 (Gram-Schmidt) 构造 
法 ) . 设 (x,) 是 内 积 空 间 X 中 的 线性 无 关 序 列 ， 则 (x,) 可 化 成 
标准 直 交 序列 (e;). 并 且 对 于 每 一 个 %， 有 ， 
Spanfel es = 9pantxtexe 
证 明 Gram=-9chmidt 构 造 过 程 如 下 ; 
第 一 步 ， 令 el = 二 1+[ 因 为 (x.) 线 性 无 关 ， 于 是 ， 
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Xi 尖 4]. 
第 二 步 ， 令 ， V2 = X2 ~ 《X22, C1781. 出 于 ， {xX xX:} 线 性 
无 关 ， 所 以 ， v2 0. 由 <v:, e1> = 0 ,部 vi.Lel. 取 ， 


\ 
U2 


lvzl 


第 三 步 ， 问 量 vs = xs -<Xxs，elt>e1 一 《Xs，eE@2>e2:， 不 为 


C2 


零 同 量 ， 且 ，us Lei v3Lez， 取 es = To 依 此 类 推 
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第 n 步 , 问 量 ， 


v= Dx,, 有 (12) 
为 非 零 向 量 ， 且 与 e4，*……，e，-! 直 交 .， 由 此 可 得 

_ 1 2 

Cn 二 I 站 (1 3 


此 即 Gram-9chmidt 过 程 的 一 般 公 式 . 

由 (12) 和 (13) 知 ， 对 每 一 个 自然 数 (1khn)，Xxs 是 2e1， 
…e, 的 线性 组 合 . 反之 ，e 也 是 xb …，x* 的 线性 组 合 ， 
因此 ， 对 于 每 一 个 %， 


Spante, "oo, en}= IOPan{xXi *", Xe} 


#—] 
和 {Xa, 中 


= | x ,C1>e] 


v2 


m i i 


€2 


a el <x2,C1>el 


"wt Xn.Pijes 
k= 
图 ?2 Gram-Schmidt 方 法 的 说 明 


悦 题 5.5 
1. 证 明 " 维 内 积 空间 有 一 标准 嘉奖 基 ， 


14， 


(2 ve . 
2. 给 出 1 中 一 个 元 素 x， 便 得 〈8)》 中 严格 不 等 式 成 立 ， 
3. 设 〈ek) 为 内 积 空间 瑟 中 一 标准 直 交 序列 ， 证 明 对 于 任意 x， 
y 和 飞 ， 有 ， 


民 [<x, ea>cyses> | {ix llliy)). 

4。 设 x， (tf) = 和 《1= 0，1，2…) 定义 在 [ ~- 1， 二 上 , 按 内 积 
< 和 = | x (CD y C1) di 将 序列 (xo，x1，…) 的 前 三 项 标准 
直 交 化 . 

,xi (的 三 8，X2 (8 二 二 Xs(f) = 1 均 定 义 在 [一 1， 1 上， 按 
习题 4 的 内 积 ， 依 Xx，x，，xs， 的 顺序 将 其 标准 直 交 化 ， 并 与 习题 4 


的 结 朱 作 比 较 ， 
6. 和 若 级 数 (9) 收 化 于 x， 证 明 (10) 的 和 为 上 xx 昌 :， 


7。 举例 说 明 收敛 的 级 数 工 <x, ea>ex 不 一 定 有 和 x、 


8。 设 (xi) 是 内 积 空间 具 中 的 序列 ，s。= Xt 十 二 Xs, 证明 若 
Hxidj+ xz 1 车 … 收 钱 ， 则 (5s 4) 为 Cauchy 序 列 ， 


9. 证 明 在 Hilbert 空 间 中 ， 三 xi 1| 收 敏 莉 涵 二 x; 收 伊 . 


10. 设 (ej) 为 Hilbert 空 间 采 的 标准 直 交 序列 , 考 x= 二 aie)， 


= Bye ;， 诞 明 ， 级 数 ajB ;绝对 收 钙 ， 再，<Xy， ?= 


LL。 设 (ev )》 为 Hilbert 空 间 忆 中 一 标准 直 交 序列 , 证 明 对 于 每 一 


了 43 


个 x*€H,，, 向 量 y= 工 《xi eh>es 是 及 中 一 个 元 素 , 自 , (x 一》) 上 en 
“1 


| 
12, 设 (e，) 为 Hilbert 空 间 太 中 一 标准 直 交 序列 ,y=Span 


{es} ， 证 明 x E 子 的 充 要 条 件 是 x 可 表示 成 x= 二 <x, eh>es， 


13 设 (与 他 ) 为 Hilbert 空 间 互 中 二 标准 直 交 序列 . 令 
Y=span {es} ,了 =span {e，} 利用 习题 12 证 明 Y ,= 了 ;的 充 
要 条 件 是 ， 


3 es。 ee Oo me 
(a) En 了 和 BEnmy Cm?IEC ms (b) en 一 Bh CEns CAPEhS, 
Mm : 训 


$3.4 完全 标准 直 交 集 和 序列 

我 们 知道 , 在 空间 正中 ,el = (1,0,0,**), ez = (0, 1,0,**) 

es = (0,0,0, …0，1， 0…), 组 成 下 中 一 标准 直 交 集 {e1, ex …"， 
n 一 1 个 

+}， 但 由 于 Span{ei ……,e,) 关 上 ,我们 就 说 集 {e162，… 
e,} 所 含 元 素 不 够 完全 . 下面， 在 内 积 空 间 和 Hilbert 空 间 中 
引进 非常 有 用 的 完全 标准 直 交 集 的 概念 . 

3.4-1 定义 (完全 的 标准 直 交 集 ) 设 M 是 内 积 空 间 久 中 
的 标准 直 交 和 集 (或 序列 ) ， 如 果 ， 

SpanM = 

则 称 M 是 XX 中 完全 的 标准 直 交 集 (或 序列 ) 

3.4-2 室 间 8 中 由 et= (1,0,0)，e: = (0,1,0)，es= 
(0，0，1) 组 成 的 标准 直 欧 集 1el，e:，es，} 古 完全 的 ， 
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3.4-3 宅 间 |: 中 ,序列 (e,), [e, = (6,,) ,是 一 完全 标准 
宰 交 序列 ， 

3.4-4 (Legendre 多 项 式 ). [ -1，1] 上 的 加 续 实 值 函 
数 全 体 ， 按 内 积 . 


<X, >>= | MX (人 (Id 
一 


构成 一 内 入 空间 有 天， 甚么 的 完备 化 内 积 空 间 为 地 ~ 1，1]. 
令 xu 昌 = 和 =1 2 ffEGT-tt3 (xx) 是 -一 线性 无 
关 国 数 序列 . 利用 Gram-9Schmidt 方 法 得 一 标准 直 交 序列 
(en)，ev(h 是 ?次 多 项 式 . 下 面 证 明 (e,) 是 过 工 -1，1 中 的 
完全 标准 直 交 序列 ， 

事实 上 ， 对 于 任意 x (1) EL2[ -1，1], 及 每 个 :0， 出 
于 LL2[L -1，1J 是 六 的 完备 化 空间 ， 于 是 义 在 LL 一 1，1j 中 科 
密 ， 必 存在 [ ~ 1，11 上 连续 的 册 数 y(t)， 使 得 ， 


lx - y= pa 


对 于 连续 函数 y(t)， 存 在 多 项 式 p (i)， 使 得 对 十 任意 
fcCL-1，1]， 有 ， 


[ly (9 -所 的 | 去 村 


(根据 4.11 节 中 Weierstrass 逼 近 定 理 ) 。 
从 而 推出 ， 


| 


ypl:= | ly -p00D pat< 2.° 


合 起 来 ， 有 
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lx- pl<lx-yl+ ily- pl<e. 
由 Gram-Schmidt 过 程 知 ， 对 充分 大 的 mm， 
P(t) ESpan{eo，e1，""“em}， 因 此 ， 证 得 (e,) 是 2[ -1, 1 


中 完全 标准 直 交 序列 . 
在 实际 问题 中 ， 需 要 求 出 e, (1) 的 确切 表达 式 . 可 以 证 


明 . - 
ef) = YE Lp (n=0, 1，2，，……，) 


其 1 dr" 
1 一 站 2 一 和 


p,(1) 称 为 n 阶 Legendre 多 项 式 ，[p, (i)] 是 L*[ 一 1,1] 中 的 
直 交 序列 、 (参看 图 23) 其 前 6 项 如 下 ， 
p(t)= 1 p(t1)=t1 


ps (t) = (3 1) ps(t)= 3 (515 ~ 31) 
pilt) = (3514 ~ 30t? + 3) 


p(t) = 全 (0631 _70f8+151) 


3.4-5 定理 (完全 性 )， 设 M = {e, } 为 内 积 空间 大 的 标 


准 直 交集 。 则 ， 
(a) .车 凡 在 关中 是 完全 的 ， 那 么 不 存在 非 零 的 x 5 六 与 
其 效 的 每 个 元 素 直 区 ， 即 ， 
xX.| 强 漳 xX = 0， (1) 
(b) ， 若 六 为 完备 的 内 积 空间 ， 即 Hilbert 空 间 , 条 件 1) 
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也 是 凤 为 完全 的 充分 
条 件 . 

证 明 (a) 设 扎 
是 的 完备 化 内 积 空 
间 ， 亏 可 视 为 如 的 笛 
窗子 空间 。 因 为 以 在 
六 中 是 完全 的 ， 根 据 
定义 3,.4-1，SpanM 
在 4 中 稠密 于 是 
5panM 也 在 妃 中 筒 
密 . 利 用 5 理 3. 2-7， 
得 到 M+= {86}.。 即 图 23 Legendre 多 项 式 
(1) 成 立 . 

(5) 若 文 为 希 耳 伯 特 空间 ，WW 为 六 中 一 标准 直 交 集 且 满足 


条 件 (1) ，M+ = {0}， 于 是 根据 引 理 3.2-7, sPanM = 克 ， 
故 证 得 内 是 完全 的 

由 定理 3.4-5 知 ， 完 全 标准 直 有 交集 不 能 由 添加 新 元 素 扩 
充 为 更 大 的 标准 直 交 集 ， 也 就 是 说 它 本 身 是 最 大 的 标准 直 克 
集 . 

判定 完全 性 的 一 个 重要 标准 是 从 Bessel 不 等 式 得 出 的 ， 
为 此 ， 我 们 考虑 甩 ilber 空 间 妃 中 任意 给 定 的 标准 直 交 集 池 ， 
从 引 理 3.3-11 可 知 每 个 固定 的 x EM， 至 多 有 可 数 个 非 零 
傅 里 叶 系 数 .将 这 些 系数 排 成 一 序 列 ， 《YX ED XS E2> se 
得 到 Bessel 不 等 式 ， 


> | 《Xe 人 2 下 二 jx (2 ) 
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其 中 左边 为 一 无 穷 级 数 或 有 限 和 .等 号 成 立时 得 著名 的 par> 
seval 关 系 式 ， 
2 Xe = 人 (3) 


5.4-6 定理 (完全 性 ) .在 Hilbert 空 间 互 中 ， 标 准 直 交 
集 射 在 如 中 为 完全 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 YE 囊 ，parseval 关 
系 武 (3) 成 并 (其 和 取 遍 Xx 关于 及 的 所 有 非 零 Hourier 系 数 ) 

证 明 (a) 吝 M 不 是 完全 的 ， 由 定理 3.4-5 知 , 末 中 存在 
一 非 堆 元 x，x_LM， 因 此 在 (3) 中 对 所 有 的 &, 有 <x，e，>= 
0 、 即 (3) 中 左边 为 0 ， 这 与 jx| 关 0 了 矛盾. 从 而 证 明了 车 
对 所 有 xt 忆 (3) 式 成 立 ， 则 MM 在 瑟 中 必 是 完全 的 . 

(b) 帮 凡 在 末 中 是 完全 的 ,考虑 任 一 x E 瑟 ,其 非 零 Fou- 
rier 系 数 可 排 成 一 序列 <x，e1>，<x，e2z>，…， 我 们 由 下 
式 定义 》 

y= 2 <X， er>eh (4) 
其 收敛 性 由 定理 3.3-10 得 出 . 现 证 明 x - yLM， 对 (4) 中 出 
现 的 每 个 e,， 利 用 标准 直 交 性 ， 及 内 积 连 续 性 ， 

XxX~ yy, €;>= 《xX, €;> ~ 《<X， Ep Ehs 212 

= 《<X, €£;> — <X, e;,>= 0 

对 于 不 在 (4) 中 的 每 一 个 v€E， 有 ，<x，v>= 0. 于 是 ， 
CX— yy, J> = <x, UL>— 2 CX, ee >=0-0= 0. 
区，x 一 y 上 让 ， 因 为 虑 看 刁 中 是 完全 的 ， 根 据 定理 3,4-5， 
M*=10}. ， 故 x-y=0 xyx=y% .由 (4) 及 再 次 利用 标准 直 
严 性 ， 及 内 积 连续 性 ， 得 ， 


Xx) = < 2 Cx, CnCh, 2 “X, Cm m7 
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x 2 cx, eX, es> 

即 证 得 (3) 式 成 立 ， 

现在 我 们 转 而 考虑 Hilbert 空间 的 可 分 性 与 标准 直 交 和 集 
的 关系 . 

3.4-7 定理 (可 分 Hilbert 空 间 )， 设 太 为 一 Hilbert 窑 
间 .。 则 ， 

(a) 若 为 可 分 ,那么 末 中 任 一 标准 直 交 和 集 均 可 数 ， : 

(0 者 五 中 包含 一 个 完全 标准 直 交 序列 (ej)， 那 么 五 为 
可 分 . 

证 明 (a) 议 瓦 为 可 分 ， 则 万 中 必 存 在 一 可 数 稠密 子 集 
中， 令 亲 为 五 中 任 一 标准 直 交 集 , 对 于 任意 x，yEAMY 关 y， 
有 ， 

[x— yl*= Cx- vxX—y>= x, xX + Ly, y= 2 

因此 ，x 的 半径 为 “的 球形 邻 域 N 与 > 的 半径 为 的 球形 


邻 域 六 ,不 相交 ， 由 B 在 万 中 稠密 ， 必 存在 bE 8 及 b € B， 使 


得 PEN,，b EN,. 因为 ，N; 们 N ,= 名 ， 所 以 ，b 关 b， 因 
而 ;车 放 为 非 可 数 , 则 存在 不 可 数 个 两 两 不 相交 的 球形 邻 域 . 
所 以 B 亦 不 可 数 , 这 与 如 可 数 了 矛盾 。 由 此 得 出 M 必 可 数 . 

(b) 由 题 设 (ev ) 为 颗 中 一 完全 标准 直 交 序列 ， 令 4 是 下 
列 线性 组 合 

rertm iri ee, 1=1)2. 

的 全 体 所 成 之 集 . 其 中 ， r= a + 1b ), 且 ay 与 外 ”为 有 
理 数 . 显然 4 为 可 数 集 . 下 面 证 4 在 玉 中 稠密 . 对 于 任意 
X & 太 和 每 个 : 之 0， 因 为 序列 (es) 在 五 中 为 完全 的 . 于 是 
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xE€H = Span{e,), 必 存 在 一 线性 组 合 工 “ce 位 人 得， 


1xz- 0sesl<—. 
由 定理 3.3-7 中 的 (7) 式 有 ， 
lz- 工 < es> esl<|x -anenl < 二 . 


因为 有 理 数 在 及 上 稠密 ， 对 于 每 一 个 cz eu>， 存 在 一 rw2( 具 
有 有 理 的 实 部 与 虚 部 ) ， 使 得 ， 


| [xy es> -re)]ei| < Ee 
R=-l 2 


因此 ，u= 三 rmes€ 4， 且 满足 ， 


lz-ol<|*- 工 <X， DER 十 ,和 <X, 2 De 一 
上 一 一 


上 
-一 十 一 -三 必 
< bt 


这 就 证 明 了 4 在 互 中 稠密 ， 从 而 瓦 为 可 分 . 

在 任 一 Hilbert 空 间 五 关 { 人 中 ， 均 存在 一 完全 标准 坦 
交集 . 对 有 限 维 Hilbert 空 间 这 是 显然 的 ,对 无 限 维 可 分 
Hilbert 空 间 可 由 Gram-Schmidt 过 程 产生 .对 韭 可 分 的 
了 Hilbert 经 间 一 个 非 构 造 性 的 证 明 可 从 Zorn5l 理 推出 《我 们 
将 在 4.1 节 中 介绍 Zorn 引 理 ) . 

在 一 给 定 的 Hilbert 空 间 甩 天 0} 中 , 所 有 完全 标准 直 交 
集 均 有 相同 的 势 。 称 其 为 Hilbert 维 数 或 称 为 及 的 直 交 维 数 
( 若 刀 = {0}， 维 数 定义 为 0，〉 ， 对 一 有 穷 维 空间 上 述 论述 
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是 显而易见 的 , 因为 Hilbert 维 数 也 就 是 代数 意义 下 的 维 数 , 
对 一 无 穷 维 且 可 分 的 Hilbert 空 间 上 述 结论 可 从 定 理 3.4-7 
中 推出 . 对 一 般 的 再 itbert 和 空间 其 证 明 要 用 到 集合 论 茶 些 较 
深 的 知识 作为 工具 (这 里 证 明 赂 去 )》 

为 了 研究 Hilibert 空 间 及 其 上 的 线性 算 子 ， 首 先 我 们 回 
顾 $ 3.1 中 内 积 空间 同 构 的 概念 ， 它 完全 适合 Hilbert 空 间 ， 


设 电 和 玉 是 同一 数 域 上 的 两 个 Hilbert 空 间 ， 如 果 存 在 双 射 


线性 算 子 T: 玉 > 万， 使 得 对 于 所 有 的 x, y € 末 有 ， 

<T Xx, Ty> = x, y> (5) 
则 称 玉 与 上 六 是 同 构 的 Hilbert 空 间 ， 称 T 是 万 到 玉 的 同 构 映 
射 ， 因 为 7 是 线性 的 ， 其 保持 了 向 量 空间 结 构 ， 且 (5) 式 表 


明 T 是 等 距 的 ， 又 由 7 是 双 上 映射 ， 从 而 得 出 态 与 厅 不 仅 在 代 
数 上 而 且 在 度量 上 可 以 不 加 区 别 . 在 同一 数 域 上 的 两 个 抽象 
的 Hilbert 空 间 其 区 别 仅 在 于 它们 的 维 数 ， 这 就 是 下 述 定理 
的 意义 所 在 . 


5.4-8 ”定理 〈 同 构 和 Hilbert 维 数 ) . 设 厅 和 万 是 同 
一 数 域 K 上 的 两 个 Hilbert 空 间 ， 其 为 同 构 的 充分 必 要 条 件 
是 它们 有 相同 的 Hilbert 维 数 ， 


证 明 (a) 车 玉 与 日 同 构 ， 则 存在 双 射 线性 算 子 T: 厅 
一 万 且 满 足 (5) 式 ， 即 保持 内 积 不 变 ， 于 是 将 玉 中 每 一 完 


全 标准 直 交 集 上 映射 到 互 中 为 一 完全 标准 直 交 集 ， 因此 晶 与 太 
有 相同 的 Hilbert 维 数 . 
(b) 反之 ， 假 设 日 与 有 相同 的 Hilbert 维 数 ， 当 于 = 
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i9) 及 地 = fg 时， 旺 然 所 与 谨 同 构 ， 设 及 关 {8 ， 则 崩 六 
{9} .对 互 中 任 一 完全 标准 直 交 集 M 和 态 中 任 一 完全 标准 
直 交 和 集 用 有 相同 的 基数 ， 所 以 可 用 相同 的 指标 集 {有 } 加 以 标 
号 ， 记 M = {e,} 和 M ={ es). 

为 了 证 明太 和 右 是 同 构 的 ， 我 们 构造 一 个 互 到 本 上 的 映 
射 ， 对 于 每 一 个 <E 昌 ， 由 于 MM 是 完全 的 标准 直 交 集 ， 根 据 
定理 3 .4-6 得 出 ， 

X 人 Xek264 (6 ) 


由 贝 塞 尔 不 等 式 有 工 |<x, E ,>| “< co， 定义 ， 

* = T= Ex, es> es (7) 
从 定理 3,3-10 知 其 收敛 ， 所 以 ，x € 甩 .因为 内 积 对 第 一 个 
因子 是 线性 的 ， 易 证 了 为 线性 算 子 . 由 (7) 及 (6) 得 ， 

xl:= ITxl*= 2 lx, eis) = lxl 
由 此 知 和 是 等 距 的 ， 利 用 8 3 .1 中 的 公式 (10) 和 (11) 可 证 出 个 
保持 内 积 不 变 ， 等 距 草 洱 着 单 射 ， 事 实 FF， 若 Tx=Ty， 则 


ix = yy) = [Tx yw = Tx~-Ty| =0. 
从 而 ，X= yy， 由 定理 2. 6-10 知 了 为 单身 的 . 
最 后 我 们 证 明了 7 为 满 射 ， 对 于 五 中 任意 给 定 的 


J et ht 


X= <X eh> ee.,. 
和 


由 Bessel 不 等 式 史 Kx， 8 ,>| :之 oo， 知 级 数 
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J 


Lx, Cre, 
在 采 中 收 鳅 ， 令 其 收 化 于 x (参阅 定理 3.3-10) 且 <x，e > 
= <x es>， 因 此 由 (7) 得 到 x= Tx。 即 证 明了 7 为 满 射 . 从 . 
而 甩 与 日 为 同 构 的 ， 


刁 题 3.4 
1. 若 忆 为 一 内 积 空 间 信 中 的 标准 直 交 基 ， 我 们 能 否 将 每 个 xE 人 
珍 示 为 到 中 元 素 的 线性 组 合 ? 
2。 证 明 若 Hilbert 空间 鼠 的 直 交 维 数 为 有 限 ， 则 它 等 于 五 作为 
一 向 量 空间 的 维 数 .反之 ， 若 后 省 有 限 其 维 数 亦 为 前 者 ， 
3。 由 parseval 等 式 (3) 证 明 下 列 公 式 
《X,Y>= EX,e n> ys er>, 


4。 证 明 在 晶 ilbert 空 间 中 标准 直 交 族 (e，〉，kE€1， 为 完 全 的 
当 且 仅 当 习题 8 的 关系 式 对 此 空间 中 的 每 对 x 与 y 均 成 立 . 

5。 设 态 为 可 分 的 日 ilbert 空 间 ， 且 可 是 且 的 可 数 稠密 子 集 , 证 
明 对 4 杂 用 Gram-Schmit 过 程 可 得 瓦 的 一 完全 标准 直 交 序列 . 

6. 证明 在 可 分 的 Hilbert 空 间 太 中 任 一 标准 直 交 序列 态 ， 存 在 
一 包含 F 的 完全 标准 直 交 序列 二 | 

7. 设 杂 为 内 积 空 间 必 中 一 完全 集 . 若 对 所 有 的 xE 必 有 ， 
《7V，X>=《w Xx>， 证 明 v = zu ， 

8. 设 放 是 开 ilbert 空 间 如 一 子 集 , 假设 对 所 有 的 v，wE 了 已 ， 及 
每 个 xE 计 ， 由 <v,x>=<w,x>， 可 得 v=w ,证 明 1 在 媚 中 为 完全 
的 ， 


83.5 Hilbert 空间 上 泛 画 的 表示 


实际 问题 要 求 了 解 各 种 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形 
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式 ， 其 重要 性 已 在 8 2.10 中 曾 明 . 对 一 般 的 Banach 空 间 这 
样 的 公式 及 其 推导 过 程 有 时 是 复杂 的 ， 然 而 在 Hilbert 空 间 
的 情况 下 却 出 人 意外 的 简单 . 

3.5-1] Riesz 定 理 (Hilbert 空 间 . 上 的 江东 ) Hilbert 空 
间 豆 上 任 一 有 界线 性 这 图 可 由 内 积 表示 ， 即 


f (x) = Cx, 2> (1) 
其 中 z 依 赖 于 f， 且 由 f 叭 一 确定 ， 并 有 训 数 
lz = | (2) 
证 明 ”我们 要 证: 


《da) f 有 表示 式 (1); 
(6) (1) 中 之 z 是 唯一 的 ， 
(c) 公式 (2) 成 江 ， 
”详细 证 明 如 下 : 
(a) 车 /=0， 则 取 z= 0， 于 是 (1) 与 (2) 成 立 . 设 /0， 
若 (i) 存在， 那么 首先 z 关 4， 其 次 对 于 所 有 使 1 (x) = 0 的 % 
有 <x，z> = 0， 即 ，z LN (f). 由 定理 2.6-9，A (万 是 一 
向 量 空间 ， 从 定理 2.7-11 知 其 为 闭 的 .f 才 0 可知 N(f) 丰 HH， 
由 投影 定理 3. 2-5 知 六 (f)+ 去 {09}, 因此 存在 一 个 z2.€N (站 
zo 天 0， 充 ， 
v= f(xX)z0 -f(z0) x. 
其 中 xzE 瑟 为 任意 .于 是 得 ， 
Fo = fx)Fz) -f(z)f (x)= 0. 
即 v EN (f)， 则 有 
0= CV, 20> = f(x) Cz0, 20> — (20) Xs 20> 
鸭 为 zo 关 0， 于 是 《zo，z0>= jzol 2: 闪 0， 
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21) 
f (x) = C20, 20> CX, 20> 


取 z = -了 (zo) z,，(1) 式 得 证 . 
lzol 
(b) 证 (1) 式 中 的 z 是 唯一 的 ， 假设 还 有 一 个 2:， 对 所 有 
的 x€ 玉 有 ， 
f (Xx) =:<X, 2> = Lx, 21> 
则 ，《<x,z 一 21> =0， 选 特殊 的 x=z 一 z1!， 稳 ， 
jz 一 zi ?= 0, 从 而 z1=z， 即 z 的 唯一 性 得 证 . 
(c) 诈 2) 式 成 立 ， 若 f= 0， 则 z = 86， 了 予 是 (2) 式 成 江 . 
设 f 夺 0， 则 z 友 8、 在 (1) 中 当 x=z 了 时， 得 ， 
lz| ?= <z, 2> =f (2) < 1 zl 
从 而 ，4 绪 志 上 天. 由 (1) 式 及 引 理 3.1-2 中 的 3chwarz 不 等 式 
得 出 . 


IF Cx)| = 1<x, 2>| < |xl fzl. 
因此 ， 上 i = sup |<%, z>| 二 jz. 故 (2) 式 成 立 . 


3.5-2 引 理 (相等 性 ) . 若 对 内 积 衬 间 和 4 中 所 有 w， 均 
有 <v1，w> = 《vz，w>， 则 v1= v2, 特别 ， 若 对 所 有 wEX 均 
有 <v，w> = 0， 则 v= 0. 

证 明 由 和 假设， 对 所 有 w， 

C1 ~ V2 WY> = C1 WY — CY, WY = 0. 

对 w= v1 一 v2， 得 jw! 一 v21?=0.。 因此 vt 一 502 = 686， 即 v1 = v. 
特别 人 Co，w> =0， 当 忆 =? 了 时 ， 则 lv?= 0 所 以 vs= 4. 

Hilbert 空 间 上 有 界线 性 泛 函 的 广泛 应 用 在 很 大 程度 上 
是 由 于 Riesz 表 示 式 (1) 的 简单 性 ， 不 仅 如 此 ， (1) 式 在 Hi- 
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bert 空 间 的 算 了 理论 上 也 是 十 分 重要 的 ， 

3.5-3 定义 ( 复 双 线性 泛 函 ) . 设 兴 与 了 是 同一 数 域 天 此 
入 同时 空间 ， 如 果 映 各 用 x 了 一 天 满足 下 列 性 质 ， 对 所 
有 X，xXl，XGA 及 所 有 y，wi， wwEY7， 任 章 数 ac，pEK 
有 ， 

(a) h(x + Xs VY) = hx, Vv) + h(xs, Y). | 

(b) hx, YI+ Ya) = h(x, Y1) +h (x, Ys) (3) 

(C) Po Y) = QR (x, ») 

(OO) hx, HY) =P h(x, y) 
则 称 h 是 六 x 上 的 复 双 线 性 泛 孙 ,车 尺 = RR， 即 革 、Y 都 是 
实 问 量 空 间 时 ，8 称 为 双 线 性 泛 函 . 

若 六 、 了 是 赋 范 空间 , 且 存 在 一 实数 c， 使 对 所 有 YEAX 太 
所 有 >yEY， 有 


| 
: 


h(x, 9)| cixi (4) 
则 称 h 是 有 界 的 . 有 是 范 数 定义 为 
人 xs) 。 
| eK 0 [zx [yl = sph y) | (D5) 
由 (4) 和 (5) 可 得 有 界 双 线性 泛 国 满足 
LC (6) 


例如 ， 内 积 空 间 的 内 积 是 有 界 双 线性 江 函 . 
从 定理 3.5-1 可 得 Hilbert 空 间 上 双 线 娄 泛 函 的 一 般 志 
7 ， 
3.5-4 定 现 (Riesz 痛 示 )， 设 已 ,， 太 ;为 Hiibert 空 
间 , 且 h :Hi1X 互 :> 为 一 有 界 复 双 线性 泛 辣 ， 则 上 有 表示 式 
hx, vy) = CSX, vy (7) 
其 中 =: 及 1 一 11; 为 一 有 界线 性 算 子 ， 利 由 h 唯 一 确定 ， 霸 


和 学 数 
= 并 4 (8) 


和 证明 ”对 于 固定 的 x, h(x, y) 关于 y 是 有 界线 性 泛 函 ， 册 
宏 理 3. 5-1， 存 在 唯一 的 > € 瓦 *:， 使 得 ， 

BBX, NY = 42。 (9) 
这 里 z 依 赖 于 x*， 利 用 (9) 式 定 义 算 子 S: 厅 :一 朵 :， 由 2 = OX 
给 直 . 

S 是 线性 的 ,事实 上 ， 其 定义 域 是 向 量 空间 及 1!， 由 (7) 
及 复 双 线性 泛 孙 的 性 质 ， 对 所 有 y EH2， 有 
<S (Oxy+ BX2), y>= h(axi+t+ Bx:, ») 
=QRCXi y) + Bhl(xs, y) 
= QIX1, yy> + PS Xo, y> 
= CaSx! + PSX2, y> 
根据 引 理 3, 5-2 得 ， 

S (axi + Px2) = 0S x1 + PSX2. 

9 是 有 界 的 ， 实际 上 ， 除 去 9= 0 之 外 ， 从 (5) 和 (7) 有 ， 


_ [Cox y>| KSx, Sx>| 
[el = sup Jaf ly > Sup xj lS 


= Sup > [Si 
从 而 证 明了 S$ 的 有 界 性 ， 晶 4S1 和 | 外 
现 证 (8) 式 ， 利 用 Schwarz 不 等 式 


Sx, 32 , RE4 lyl 


Ixl vw co Xl | 3 


hl = sup- = j191 ， 


因此 ， 恒 过 jiS1，(〈8) 式 成 立 。 
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5 龙 唯 一 的 、 事实 上 ， 假 设 存在 一 有 界线 性 算 子 全 :万 ， 
好:， 使 得 对 所 有 xE 克 :和 每 个 yE 刀 :有 ， 
hx, y) = CSx, vy> = <TX, y> 
由 5| 理 3,5-2 得 出 ， 对 所 有 XE€H1，Sx=T%, 
所 以 S = 了 人. 


站 题 3.5 
1。 证 明 尺 上任- 线性 泛 函 可 由 点 积 怕 功 。 
f(x)= Xz2=61b1 +62d2 ths6s 


2。 证 明 闫 上任 一 有 界线 性 泛 琢 三 可 表 趟 为 下 述 形式 ， 
/oO = 开导 全 ‘z= (人 11 


3. 车 z 为 内 积 空间 攻 中 任 一 固定 元 素 ， 和 证 明 J/(x)=《x，z> 定 义 
义 上 一 有 界线 性 泛 沙 f， 其 范 数 为 |121|. 
4 。 考 虚 习 题 3 , 车 映射 全 革 ” 由 z 1>f 给 定 且 为 满 射 ,证明 针 必 
为 -日 ilbert 空 间 . 
5。 证 明 实 空间 ?的 对 侦 空 间 为 (利用 定理 3.5-1)， 
6。 证 明定 理 3.5-1 定 义 了 一 个 等 距 双 射 7 HH" ,zl>f:= 
<。，z>。 其 不 为 线性 但 为 共 思 线性 移 ， 即 ， 
az+pvul>af,+Pf,. 
7. 证 明 Hilbert 空 间 右 的 对 侦 空 间 量 ”是 Hilibert 空 间 ， 上 且 有 
内 积 ， 
<f :i, fr) =, v= Cw, 2» 
式 中 ff:(xX)= <x，2>. 
38， 证 明 任 何 HHijbert 空 间 玉 与 其 二 次 对 偶 空 间 fH**= 
( 厅 ”)” 同 构 ( 该 性 质 称 为 瑟 的 自 反 性 》 
9 .证 明 内 积 至 间 慰 上 的 内 积 人 <“ “之 是 有 界 复 双 线性 泛 衣 , 在 
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这 种 情况 下 1 有 1 是 什么 ? 
10 ,车 文 为 向 量 空间 且 h 蚌 尺 x 半 上 的 复 双 线性 泛 锐 ,证明 对 于 国 
定 的 Yo， 了 (xX) = (x,y0) 定义 怀 上 一 线性 泛 胃 了. 
11. 设 XX 和 了 是 赋 范 空间 ,证 明 XX x 了 上 的 有 界 复 双 线 性 泛 国 A 是 
二 元 连续 的 ， 
12. (Hermite 江 沿 ) 设 式 是 数 域 氏 上 的 向 量 空间 ， 贡 ermite 复 
双 线 性 江 函 或 简称 六 x 评 上 和 的 Hermite 污 孙 h 是 一 映射 入 XxX 六 一 
上 ， 使 得 对 所 有 x，»，z€ XX，aE€kK 有 ， 
hx+y,2) = h(x,2)+h(y,2) 
h(ax,y) =ah(x, y) 
hlx, y)= h(y,X) 
若 尺 = 六， 最 后 一 个 条 件 是 什么 ? 8 成 为 入 上 的 内 积 必须 附加 什么 条 
件 ? 
13 . 设 志 为 向 量 空间 且 / 为 并 xx 兴 上 的 Hermite 泛 国 ， 若 对 所 有 
x 和 人，ACx.xX) 盖 0， 则 称 / 为 半 正 定 泛 邯 . 证 明 半 正定 的 满足 >ch- 
warz 不 等 式 ， 
R(x, y)| ?CAR(X.X) hy .»). 
14 .〈 拟 范 数 ) .车 满足 习题 13 中 的 条 件 ， 证 盟 


P(x)= h(x, Xx) 
定义 上 一 个 拟 范 数 。 (参看 32 . 8 习题 10) 


S3.6 ”Hilbert 伴随 算 子 


利 几 上 节 所 得 结果 我 们 引进 Hilbert 空 间 上 有 界线 性 算 
子 的 ilbert 伴 随 算 子 . 

3.6-1 定义 (Hilbert 伴 随 算 子 1*) .,. 议 是 | 与 及 ;是 
Hilbert 空 间 ，T: 矿 |! 是: 是 有 界线 性 算 闻 ,如 果 存 在 算 子 
T*; 亿 ;-> 且 1!， 使 得 对 于 所 有 x € 晶 |] 和 yt 及 ,， 有 
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Tx, y> = <xs Ty (1) 
则 称 了 * 为 了 的 Hilbert 伴 随 算 子 . 
5.6-2? 定理 (存在 性 ) 定义 3. 6-1 中 了 的 Hilbert 伴 随 算 
子 7* 是 唯一 存在 的 ， 而 且 是 有 界线 性 算 子 其 范 数 为 


上 = (2) 
证 明 ， 公 式 - 
hl(y,x) = <y,T x> (C3) 


定义 及 : x 有 H 1 上 一 复 双 线性 兴 函 .这 是 因 其 内 积 为 复 双 线性 省 
国 以 及 三 是 线性 算 子 ， 
有 为 有 界 的 ， 事 实 上 ， 由 3chwarz 不 等 式 
hCGy,x) = IKy, Tx>| 入 | 外 全 zx 
<lThixllyl 
这 也 得 出 hi <171.， 且 ， 


pi = I<y, 7 x>| ~ I<T x, T x>| 二 
A 0 3 zzT uP 上 xx 号 
y0 Tx0 
因此 证 得 
1 = (4) 


由 定理 3. 5- 4,h 的 Riesz 寄 示 式 , 存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 3: 
FH;,—»H 使 得 

hl(y,x) = <SYy, x>. (5) 
且 ，1S|= 人， 令 T*=S. 于 是 ， 由 (3) 和 (5 ) 得 ， 

《yy x>= <I *y;x>. 
两 边 同 时 取 其 共 罗 就 证 得 ( 1 )， 并 有 | 人 所 = 171., 即 (2) 式 也 
成 立 . 

为 了 便于 研究 时 iibert 伴 随 算 子 的 性 质 ， 冀 介 绍 下 述 5 
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理 ， 
3.6-3 引 理 ( 零 算 子 ) ， 设 和 和 YY 是 内 积 空间 ,而 Q:X~ 
了 是 有 界线 性 算 子 . 则 ， 
(a)”Q@=0 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 x EX，y EY 
<Qx,y> = 0 成 立 . 
(5b) XX 为 复 内 积 空 间 时 ， 若 Q@: 久 一 针对 所 有 x EX， 
CQx, x> = 0， 则 Q =0. 
证 明 . (a) 若 QQ=0， 显 然 <Qx,y> =0. 反之 车 对 于 所 有 
x CX 与 y CY 有 <Qx,y>=0, 由 引 理 3.5-2 知 ，Qx= 1， 即 Q 
二 人， 
(5b) 由 假设 ， 对 于 每 一 个 v= ax + EX， 
<Qv, >=0. 
即 ， 0=《Q(ax+y)yaxX+y> 
= |al :<Qx, x> + CQy, y> 
+ aQx,y> + wu CQOy, x> 
由 假设 前 两 项 等 于 零 , a = 1 时 有 ， 
<Qx, y> +《GQyosX> =0. 
c = ;时 有 ， 
CQx,y> -QV,x>=0 
两 式 相 加 得 <Qx,y> =0, 利用 (0) 得 Q =0. 
值得 注意 的 是 在 引 理 的 (8) 部 分 , 条件 外 为 复 的 是 必要 的 ， 
车 式 为 实 的 结论 可 能 不 成 立 .。 一 个 反例 是 平面 尺 : 旋 转 一 直角 
的 变换 Q,Q 为 线性 且 对 于 所 有 x ER?, Qx xx 即 <Qxyx>=0 
但 Q 关 0 . 
我 们 现在 给 出 一 些 Hilbert 伴 随 算 子 的 一 般 性 质 . 
5,6-4 ”定理 。 (Hilbert 伴随 算 子 的 性 质 ) 设 太 /\ 玉 :是 
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Hitbert 一 间 9 :万 -> 万 :和 : 万 万 :是 有 界线 性 算 子 , 是 
任意 数 . 则 有 ， 

(a) <T*y,x>=<y,Tx>. (x EH ys EH:) 

(b) (S+7T)*=o*+7*, 


(ce) (aT)*=aT* 

(d) (T*)*=T. : (6) 
(ey) TT*TE = 17T7T*|= Th? 

(f) 7T* 人 =0 的 充 要 条 件 是 了 =0. 

(g) (ST)*=T*S* (假设 Hi1= 日 ,)， 

证 明 (a) 由 (1 ) 得 (6a)， 


<T*y, x> = Cx, T*y> = <Tx, »> = <y, Tx> 
(b) ”由 (1)， 对 所 有 x EH i 和 y €H， 
<x, (S+T)*y>=<(S+7)x,y> 
= LSx, y> + <T x,y> 
=《Xy S*y> + Cx, T*Yy> 
= Cx, (S*+ TT*)y> 
根据 引 理 3.5-2， 对 所 有 的 vy EHz,(S+T)*y=(S*+T*)y 
依 定义 ，(S+T)*=S*+T*, 
(c) ”对 于 任意 x EH1，y €1,. 
<(aT)*y, x> = Cy (al)x>= <y,a(l xX)> 


: =a CT*y, x>= <a T*y,x> 
即 <c(aT)* -a T*)y,x>=0。. 由 3| 理 3,.6-3(4) 得 (6c) 


(aT)*= @ T*. 
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CCf rx y>= Cx V> 
| : = < x,»> 
据 引 理 3.6-3(a) 证 得 (7T*)*=TT. 
(e) ”由 Schwarz 不 等 式 ， 
I Tx |*= <Tx, Tx>= <T*Tx, x> 
<I7T*Txl lxl< 17*THxE 
因此 ， 171?< TT TY 和 HT = [TF 
由 此 得 出 ，17*Tj= 1T 六 .因为 由 (dd) 知 T= 了，j77T*|]= 
人 = 是， 
IT*7T = 7 人 
(f) 从 (6r) 立 即 得 到 (6f). 
(9) ”利用 (1 ) 得 ， 
Cx CCST)*Yy> = XST )x, > 
= <Tx, St*y> = Cx T*S*Yy> 
由 引 理 3, 6-3(a)，(ST)*y=T*S*y， 从 而 依 算 子 相等 的 定 
你 有 ST)*= 7T*O*. 


习题 3.6 


-证明 人 =O，/， =1. 
2 . 设 如 是 Hilbert 空 间 ，7 ; :HH > 于 是 有 界线 性 双 射 算 子 其 地 为 
外 证 明 (7 )-i 存 在 且 
(T* -i= (7T-!1)* 
3 . 设 (7',，) 是 Hilbert 空 间 上 有 界线 性 算 子 序列 且 7 > 了 ， 证 
7 了” ， 
4 . 设 媚 ;与 媚 ; 为 Hilbert 空 间 ,T :如 , > 及 ;为 有 界线 性 算 子 ， 
车 对 | 王石, 昌 于 ; 王 万 :使 得 7 (MD cs 证明 :MD 了 (M ,+). 
5 , 设 习 题 4 中 的 好 与 1 为 几 子 室 间 ， 证明 T(M1) 己 MM; 当 且 仅 
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Mito # NM ,+). 

6 , 若 在 习题 4 中 4 = 入 (7)= {x|7Tx=9} ， 证 明 ，(o)7* 
(HCMi: 

(CD)C7 (IH OY: CN CO #), 

(cyM, = [了 RH ,+ 

7 . 设 / :与 1 :为 复 也 ilbert 卸 间 上 了 映射 到 自身 的 有 界线 性 算 于 ， 
车 对 所 有 的 xE€ 有 ， 

<7 x,xX>=<T xXx, x> 
上 成立， 三 有 明 7 1 = 7'，,， 

8 . 设 3 = 了 +T* 7:H> 瑟 .这 里 电 为 Hilbert 空 间 ，7 为 有 界 
线性 算 子 ， 证 明 3 “1;S ( 互 )~ 拨 存在 ， 

9 ,证明 在 希 耳 伯 特 空间 瑟 上 一 有 界线 性 算 子 7 了 ;HH > 其 值 域 
为 有 穷 维 的 充分 必要 条 件 是 了 能 表 成 下 述 形 式 

1 x= CVOw itv,,w,€ 11)., 


10. ( 右 移 算 子 ) 设 (e,) 为 噶 iibert 空 间 妃 中 一 完全 标准 直 交 序 
列 . 定 义 右 移 算 子 为 这 样 线性 算 子 了: 妃 -> 轧 ,对 pr= 1.2，……， 有 了 en 
=en+ly， 试 解释 名 称 并 求 值 域 、 零 空间 及 了 的 只 ilbert 伴 随 算 子 的 苑 
数 ， 


383.7 上 自 伯 和民 子 、 丁 鼻子、 正规 算 子 


本 市 介绍 利用 Hilbert 伴 随 算 子 定义 的 在 实际 中 非常 重 
要 的 三 类 有 界线 性 算 子 . 

5.7-1 定义 ( 自 华 、 画 、 正 规 算 子 ). 设 已 是 希 耳 伯 特 空 
间 , 玫 : 有 一 互 是 有 界线 性 算 子 ，T* 是 了 的 Hilbert 伴 随 算 子 。 
敬 7* = 了 7 了， 则 称 / 是 目 伴 算 子 或 称 为 Hermite 算 子 ， 

若 了 是 双 射 日 7* = 了 -1， 则 称 7 是 西 算 子 ， 

若 7 人 = 全 7， 则 称 Z 古 正规 攻 子 ， 
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由 定义 3, 6-1，7 与 其 Hilbert 伴 随 算 子 7* 有 
<T x > = Cx, 7 yy> 
若 T 为 自 伴 算 子 ， 上 述 公式 成 为 . 
<Tx,y> = xT v> (1)» 
显然 ，7 为 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 (1) 式 成 立 . 
车 7 为 自 伴 算 子 或 丁 算 子 ， 则 TT 必 为 正规 算 子 . 事实 上 ， 
T=7T* 蕴 涵 T*7T=TT*=7T:，T*= 了 1! 瘟 涵 7T*T=TT*= 了 
然而 正规 算 子 不 一 定 是 自 伴 算 子 或 西 算 子 , 例如 , 车 7: 瑟 
~ 万 为 恒 等 算 子 ， 则 7 = 2i7 为 正规 算 子 ， 因为 T*= -2i7， 


TTe = T# 人 = 47， 介 Ts 夫人 ，T* 关 T-1 = -il. 
定义 3.7- 1 的 术语 是 人 矩阵 中 相应 术语 的 推广， 这 从 下 述 
例子 中 可 看 出 . 
3,7-2 例子 (和 矩阵 )，C? 中 内 积 定 义 如 下 ， 
<xyy>=XTy (2) 


其 中 x 和 y 写 成 列 向 量 ，x 是 x 的 转 置 . 即 ，% = (61，…， 
6.). 
设 T:C"->C' 为 一 线性 算 子 (由 定理 2,7- 8 知 其 为 有 界 ) 
对 C "给 定 的 一 个 基 ， 用 两 个 n 行 方 阵 4 和 8B 分 别 表示 了 与 它 的 
Hilbert 伴 随 算 子 TY*. 
利用 ( 2 ) 与 熟知 的 乘积 转 置 规则 : (Bx) =x 8 得 到 ， 
Tx,y>= (Ax) TVy=x ATYy 


与 <Xy 和 主力 一 %T 有 了 
根据 结 3,6(C 1 )， 对 所 有 x;y EC"， 上述 二 等 式 左 端 相等 ,从 
ri 
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人 


B=A" 
因此 : 
若 7 为 自 件 算 子 〈 亦 称 Hermite 算 子 )， 列 表示 和 矩阵 4 
为 Hermite 怎 阵 (47= 4). 
若 7 为 西 算 子 ， 则 4 为 西 短 阵 (可 = 4-5) 


若 7 为 正规 算 子 ， 则 .4 为 正规 矩阵 (474 = .447) 

类 似 地 ， 对 线性 算 子 了 : 民 '-> 尺 "， 令 其 表示 和 扰 阵 为 4 

若 了 是 自 伴 算 子 ， 则 .4 是 实 对 称 和 矩阵 (4= -47) 

若 7 是 丁 算 子 ， 则 4 是 正 交 惩 阵 (47 = 4-71) 

下 面 我 们 给 出 一 个 判断 算 子 自 伴 性 的 简单 而 重要 的 方 
法 . 

3.7-3 定理 ( 自 伴 性 ) 设 7T: 太 > 万 是 复 Hilbert 空 间 态 到 
其 自身 的 一 有 界线 性 算 子 . 则 7 为 自 伴 的 充分 必要 条 件 是 对 所 
有 x E 昼 ，<Tx, Xx》 是 实数 . 

证 明 . 车 了 为 自 伴 算 子 ， 则 对 所 有 x EH .， 

<Txy, x> = Lx; Tx) = TX, XY 
因此 ，<Tx, x> 是 实数 ， 

有 反 过 来 ， 若 对 有 所有 xX€ 太 ，<7x;, 是 头 数 ， 

则 |， 
<T ix, x> = <Tx, x> = <x, T*x> = CT*x, x 
由 引 理 3.6-3(p) 知 ，7# = 个 

自 伴 算 子 的 乘积 在 应 用 中 经 常 出 现 ， 下 面 给 出 其 自 伴 性 
的 一 个 判别 准则 ， 

3,7-4 定 理 ( 姜 积 的 自 伴 性 ) 设 $、7 是 Hilbert 空 间 人 H 
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上 二 有 界 自 伴 线性 算 子 , 则 它们 的 移 积 37 为 自 伴 的 充分 必要 
条 件 是 算 子 可 交换 : 
ST=TS., 
证 明 。 由 § 3.6 的 (69) 和 假设 ， 
(ST)*= 7T*S*= TS 
因此 ， (3ST)*= ST 的 充分 必要 条 件 是 ST = 了 TS. 

5. 7-5 定 理 ( 自 伴 算 子 序列 ). 设 (了 .) 是 Hilbert 空 间 玉 上 
的 有 蜡 自 伴 线性 算 子 序列 , 如 果 T.->7T, 则 极限 算 子 全 亦 为 妃 
上 的 自 伴 算 子 . 

证 明 ， 必须 证 明 7* = 了 . 这 从 人 -到 1=0 可 得 . 事实 
上 ，。 由 定理 3.6- 4 的 (60) 及 定理 3.6- 2 ， 

一 人 一 
利用 B( 右 , 右 ) 内 的 三 角 不 等 式 
-TT*|<Q<IT-T, I+ IT,.-7T,.* + |T,.* -7T*| 
= | 人 -+0+i7 -TI 
= 217 -了 | 一 0 
因此 ，17 - T*j-o 

砚 在 我 们 研究 丁 算 子 的 一 些 基本 性 质 . 

3.7-6 ”定理 ( 酉 算 子 ). 设 态 是 Hilbert 空 间 ,U :HH,， 
:HH 一 且 是 忆 上 的 二 西 算 子 .。 则 ， 

(a) UU 是 等 矩 的 。 即 对 所 有 x €H， Uxl= jxl. 

(b) 万 和 10} 时 ， 1 = 工 . 

(c) UU-i(=U*) 是 西 算 子 ， 

(d) UV 是 西 算 子 ， 

(6) 复 Hilbert 空 间 忆 上 有 界线 性 算 子 7 为 西 算 子 的 充 
分 必 归 条 件 是 了 为 等 矩 且 满 射 的 ， 
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证 明 ，(a) 因为 U*=U-! 列 涵 
lIUxl:= <Ux, Ux> = Cx, U*U XY 
= <x, x> = | xl?. 
所 以 ， IhUx|= Hxl. 
(5) ”由 (0) 立 助 得 出 JU1 =1. 
(c) 因为 局 是 双 射 ,所 以 避 -! 亦 为 双 射 是 由 定理 3.6-4 ， 
DO*= UU = (U1)-1 
RIU 是 西 算 子 . 
(d) ”UV 为 双 射 ， 由 定理 3.6-4 及 定理 2,6-11， 
UV = VU = (UW)-: 
(e) ”假设 7 为 等 距 与 满 映 ， 等 路 蕴涵 单 射 ， 所 以 T 为 双 
射 ， 我 们 证 明 T* = 了 -1!， 出 T 的 等 距 尾 ， 
TYTx, x> = TX, TX> = CX, xX> = < x, x> 
因此 ， 
《7 -1) x, xX>=0, 
利用 25[ 理 3.6-3(0)，7*T -了 =0， 从 页，T*7T = 了 
TT* = TT* (TT-D) =T (7#T) TTIT-! 1. 
合 起 来 ，7*7 = 77* = 1， 因 此 7* =7-!， 这 就 证 明了 7 为 西 
算 子 . 
赣 合 题 成 立 是 显然 的 ， 因 为 由 (oo 得 出 7 是 等 距 的 ， 并 
有 上 且 由 定义 了 为 满 射 . 
注意 等 距 算 子 不 一 定 是 西 算 子 ， 因 为 它 可 能 不 是 满 射 . 
例如 ， 由 (5 82 63 ) |-> (0，E Es, Es, «°°) 
给 出 的 布 移 算 子 了 :> 站， 显然 了 是 等 距 的 但 了 不 是 满 射 ， 
因此 7 不是 西 算 子 . | 


70 


三 


习题 3.7 
]. 堵 S 与 了 是 Hilbert 空间 妃 上 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 且 ca 与 p 是 
实数 . 证 明了 = cS +p7 是 自 伴 算 子 ， 
2. 证 明 孝 7 : 妃 > 所 是 有 界 自 华 性 线 算 子 ， 则 7 * 亦 是 .其 中 * 是 
正 整数 ， 
3。 对 Hilbert 空 间 太 上 任 -- 有 界线 性 算 子 了 7， 证 明 算 子 


_1 。 _ ol s 
Ti= oT+T* ) 与 T= ,7 (TT*) 


是 日 伴 的 。 且 证 最 
T=Ti+17， 与 了 =T) ~i7 了 :成立 ， 再 证 其 叭 一 性 ， 

外， 了 + = 51 +i1S 2 蕴 浮 = 与 92= 工 > 这 里 S1 与 3 :由 
假设 为 月 伴 算 子 . 

4 ， 设 算 子 TT:C?>C? 是 由 Tx= (5 fi 一 1) 定义 的 ， 其 
中 x= (51，52) 。 试 求 站 ”并 证 明 
7T* T=TT，= 2J 并 求 习题 4 中 定义 的 7 与 T，. 

5. 大 7 : 囊 ~ 妃 是 有 界 自 伴 线性 算 子 且 了 闷 0. 证 明 (a) 对 n= 2 
4、8、16，…，7 了 7“* 寺 0 成 立 ， 

(0) 对 每 一 个 rrE N，7 六 0 亦 成 立 ， 

6。 证明 西 矩阵 的 列 向 量 关 于 C" 上 的 内 积 构 成 一 标准 直 交 集 ， 

7. 证 明 等 距 线 性 算 子 了 7: 太太 满足 ”T= 二 .这 里 1 是 及 上 的 
但 等 算 子 . 

8. 证 明 等 距 线 违 算 子 7 了 : 妃 > 囊 若 不 为 丁 算 子 则 将 于 ilbert 经 
闻 妃 映射 到 已 中 一 适当 的 闭 于 空间 . 

9。 设 失 为 一 内 积 空 间 ， 了 三 : 攻 六 让 为 等 距 线 性 章 子 , 阁 信 的 维 数 < 
cc， 证 明了 为 西 算 子 ， 

10. ( 西 等 价 )， 设 s 与 7 为 Hilbsrt 空 间 妃 上 的 线性 算 于 . 若 在 
刀 上 存在 西 算 子 L ， 使 得 ， 
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S=UTU-1=UTU" 
则 称 算 子 S 与 为 西 等 价 , 若 为 自 伴 和 的， 证 明 $ 亦 是 自 伴 的 ， 

11。 证 明了 为 正规 的 充分 必要 条 件 是 习题 4 中 的 T1 与 ;可 交换 . 

12.， 车 7 ,: 万 ~> 万 (= 1，2,…) 为 正规 线性 算 子 ， 且 7 ,1 ， 
证 明了 是 正规 算 子 . 

13 。 若 。 与 了 为 正规 线性 算 子 ， 且 满足 
ST7T* =7T* S 和 TS* =S* TT, 证 明 其 和 9 +7 与 其 积 8$ 了 均 为 正规 
算 子 . 

14 .证明 在 复 希 十 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 性 算 子 7 : 所 ~ 已 为 
正规 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 所 有 的 xE 囊 ，|7 ”xi= 站 研 全。 利 
用 这 个 结论 证 明 ， 对 正规 线性 算 子 了 ， 有 

: 由 = 


了 7 2 


第 四 章 ” 赋 范 和 Banach 空 间 
的 基本 定理 


本 章 内 容 包 括 赋 范 和 Banach 空 间 中 四 个 重要 定理 . 它 
们 是 Hahn- Banach 定 理 、 一 致 有 界 性 定理 、 开 了 映 象 定理 以 
及 闭 图 象 定理 . 且 均 为 Banach 空 间 理论 的 基础 (第 一 个 定 
理 对 于 任何 贼 范 空间 都 成 立 ，) 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 


1. Hahn-Banach 定 理 4, 2-2 及 4. 3-1、4 3-2 是 向 量 空 
间 上 线性 泛 国 的 一 个 延 折 定理 它 保 证 赋 范 空间 有 足够 多 的 
线性 泛 函 ， 并 使 伴随 算 子 与 对 偶 空 间 的 理论 得 到 满意 的 结 
朵 . : 

2. 由 Banach 和 Steinhaus 给 出 的 一 臻 有 界 性 定理 
4.6-3 指 出 了 (IT,|) 有 界 的 充分 条 件 ， 这 里 7, 是 从 巴 拿 赤 
秘 则 到 丘 范 空间 的 有 界线 性 算 子 . 这 个 定理 在 分 析 中 有 各 种 
习 用 ， 例 如 ， 关 于 Fourier 级 数 ( 参 痢 4.6-5)， 昼 收 鳅 (4.8， 
4,7 训 )， 上 序列 的 可 和 性 (§ 4. 9), 数值 积分 (8 4.10) 等 等 . 

3. 开 映 象 定理 4,.11-2 指 出 从 Banach 空 间 到 Banach 空 
间 上 上 的 有 和 界线 性 算 子 了 是 一 个 开 映 册 , 即将 开 集 映射 为 开 和 集 . 
因此 ， 当 7 是 双 射 时 ， 刀 :是 连续 的 〈“ 有 界 逆 定理 ”) 

4， 闭 图 象 定理 4.12-2 给 出 闭 线性 算 子 (参看 4. 12-1) 为 
有 和 究 的 条 件 。 财 线性 算 子 在 物理 与 共 他 方面 均 有 重要 的 应 
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84.1 Zorn 引 理 


在 Hahn-Banach 定 理 的 证 明 中 需 用 到 Zorn5| 理 . 
2orn 引 理 还 有 各 种 应 用 ， 在 本 节 后 面 给 出 其 中 的 两 个 . 在 
证 明 Zorn 引 理 时 用 到 人 下列 半 序 集 的 概念 . 

4.1-1 定义 ( 半 序 集 ， 链 ) 半 序 集 M 是 指 在 其 上 定义 了 
一 个 偏 序 三 的 集合 ， 有 即 ， 志 是 一 个 二 元 关系 且 满 足 条 件 . 

(P01)， 对 每 个 4€ MM， 均 有 a 志 @a ( 自 反 性 ) 

(P02) ， 车 ae 委 5， 且 8 入 co， 则 ac=8 (反对 称 性 ) 

(P03) ， 若 ae 和 5，b 委 c， 则 c<c (传递 性 ) 

“ 半 ?” 字 强调 内 可 能 有 这 样 两 个 元 素 wc 和 5， 对 于 它们 ， 
a<pb 及 0 过 a 均 不 成 立 . 这 样 的 c 和 80 称 做 是 不 可 比 元 素 . 者 上 
述 元 素 满 足 ，a 乏 2 或 bp 和 Ga (或 两 者 都 禧 足 ) ， 则 称 4 和 0 是 可 
比 元 素 ， 任 何 两 个 元 素 均 可 比 的 半 序 集 称 为 全 序 集 或 链 ， 换 
句 话 说 ， 一 个 链 是 没有 不 可 比 元 素 的 半 序 集 . 

半 序 集 1 的 子 集 矿 的 上 界 是 指 一 无 素 46EJK， 使 得 对 于 
每 个 xEWY， 均 有 

XH 
(4 依赖 于 及 及 所， 这 样 的 u 可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 》，M 
的 极 大 元 是 指 一 元 素 m € M， 使 得 任意 x€ M， 

mxX 强 炙 m=x 
《同样 地 ， 导 可 能 有 也 可 能 没有 极 大 元 ， 男 外 要 注意 ， 极 大 
元 不 一 定 是 上 界 ) . 

4.1-2 实数. 设 M 为 所 有 实数 的 集合 ， 且 ， 

令 x 委 ?表示 通常 意义 下 的 大 小 关系 ， 则 好 是 全 序 集 .M 无极 
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大 元 . 

4.1-3 填 集 , 设 忆 (X) 是 已 知 集 X 的 宪 集 ( 怀 所 有 子 集 的 
集合 )， 并 设 A 三 B 表 示 ACB. 即 4 是 B 的 子 集 . 则 P(X) 是 
一 个 半 序 集 ， 自 (六 ) 的 瞧 一 极 大 元 为 义 . 

4.1-4 nrn 元 数组 . 设 M 是 所 有 n 个 实数 有 序 组 ,x = (61,*…， 
5 0) y= 01，……，7.)，*…, 的 集合 , 且 令 x 三 y 表 示 对 每 个 i = 
1;2,…, 1 均 有 6; 二 7,, 这 里 5. 志 7， 古 通 各 芒 义 的 大 小 关系 因而 
在 由 上 定义 了 一 个 偏 序 . M 是 半 序 集 ， 

4.1-5 正 整 数 . 议 M = NW 是 所 有 正 整 数 的 集合 ， 令 mM 生 1 
表示 m 能 整除 ,这 就 在 N 上 定义 了 一 个 偏 序 . 

利用 定义 4.1-1 中 的 概念 ， 我 们 现在 可 以 阐明 Zorn 引 理 ， 
此 引 理 可 当成 公理 @ ， 

4.1-6 Zorn 引 | 理 . 设 入 名 是 一 半 序 集 . 假定 每 个 链 C 
CM 均 有 上 界 . 则 M 至 少 有 一 个 极 大 元 . 

应 用 ， | 
4.1-7 Hamel 基 ， 每 个 向 量 空 间 X sf{t0 都 有 一 个 
Ha mel 基 ， 

证 明 , 设 几 是 所 有 关中 线性 无 关子 集 的 集合 . 由 于 XX 二 
{9}. 于 是 存在 x EX，x 二 9. 有利 ，{X}EM. 所 以 MM 所 纪 .利用 
包含 关系 定义 M 上 一 个 偏 序 ，( 参 看 4.1-3) ， 每 个 链 CCM 
都 有 一 个 上 界 ， 此 上 界 即 为 中 C 的 所 有 子 集 的 并 , 由 Zorn 
引 理 ， 内 有 一 极 大 元 B, 现在 我 们 证 明 B 是 的 一 个 Hamel 
基 。 设 Y=spanB， 则 Y 是 的 一 子 空间 ,有 上 且 Y= 半 ,因为 否 


rr 


@”Zorn 引 理 可 从 选择 公理 (对 于 任意 给 定 集 E， 存 在 一 个 从 筹集 P(E 到 玉 
的 映射 C (选择 函数 ) ， 使 得 车 了 Bc 二 户 ，B 关 6， 则 CB) 人 B) 推 出 .反之 ,这 个 选 
择 公 理 也 可 从 Zorn 引 理 得 到 ， | 
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则 存在 z EX ，z 4 站， 那么 ，B Ut{z} 是 一 个 包含 B 的 线性 无 
大 集 ， 召 成 其 为 真子 集 . 这 与 了 是 民 的 极 大 元 矛盾 ， 

4.1-8 完全 标准 直 交 集 . 在 每 个 Hilbert 空间 H**{0} 
中 均 存 在 一 个 完全 标准 专 交集 (参看 $ 3. 4) 

证 明 . 设 MM 是 玉 的 所 有 标准 直 交 子 集 的 集合 ， 由 于 顾 二 
{9}, 必 存 在 元 素 x 半 六 有 有 标准 直 交 子 集 {y}), 这 里 y= jx| 7 
x. 因 此 ， 计 寺 名 . 集 的 包含 关系 定义 必 上 一 个 偏 序 ， 每 个 链 
CCM 痢 有 一 个 上 窦 ， 妈 为 区 中 集 C 的 所 有 子 集 的 并 . 由 Zorn 
“” 引 理 ， 角 有 一 个 极 大 元 六 .我 们 证 明 F 在 卫 中 是 完全 的 . 假若 
这 不 成 并 . 则 由 定理 3.1-5， 存 在 韭 零 元 2€ 人 及 ， 使 得 2 上， 
因此 ， 了 := 全 U {le} 是 标准 直 交 集 ， 这 里 e= |z| "zs。 且 Ff 是 
了 的 真子 集 ， 这 与 是 极 大 元 了 矛盾. 


习 题 4.1 

1， 验证 例题 4,1-3 中 的 论述 ， z 

2。 设 入 是 区 间 50, D 上 所 有 实 值 函 数 x 的 集合 .日 令 x 妇 ?表示 对 
于 每 个 .E [0, 1])， 均 有 x (9 委 y( .证 明 这 定义 了 一 个 偏 序 . 蕊 是 全 序 
集 吗 ? 改 有 极 大 元 吗 ? : 

3。 证 明 :; 所 有 复数 z= x+?y，w 二 utiv,*…, 的 集合 ， 若 定义 
2 委 2 为 xX 夸 4 是 人 v， 其 中 对 于 实数 ， 生 表示 通常 意义 的 大 小 关系 ， 
则 此 集合 为 半 序 集 . 

4。 关于 例题 4.1-5 中 的 候 序 ， 求 出 疤 的 所 有 极 大 元 .这 里 机 为 
《a). (2、3、4、8} ， (67 所 有 素数 的 集合 . 

5。 证 明 有 限 半 序 集 4 至 少 有 一 个 极 大 元 ， 

6。 《最 小 元 、 最 大 元 》 证 明 一 个 半 序 集 M 至 多 有 一 个 元 素 c, 使 
得 对 于 所 有 Xx 性 均 有 ac 委 x .上 且 至 多 有 一 个 元 素 D， 使 得 对 于 所 有 xEAM4 
有 ><)p.[ 着 这 样 的 ca 或 2 存在 ， 则 分 别称 做 好 的 最 小 元 或 最 大 元 ，) 
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7， (下界 ) 设 A 万 $ 是 半 序 集 必 的 子 集 .如 果 存 在 一 元 号 *€ 以 ， 
使 得 对 于 所 有 3 GE 4 均 有 x 志 y. 则 称 x 是 4 的 一 个 下 界 . 求 例题 4 .1-5 中 
了 集 4= {4.6} 的 上 界 和 下 界 . 

8。 设 4 志 g 是 半 序 集 太 的 一 子 集 ,车 x 是 4 的 一 个 下 界 ， 使 得 对 
于 二 的 所 有 下 界 /， 有 ! 委 *, 则 称 x 是 4 的 最 大 下 界 . 记 作 
xs=g.1.0.4=int4. 类 似 地 ， 若 y 是 4 的 一 个 上 界 .使 得 对 于 所 的 所 
有 上 和 界 4， 均 有 y 志 4, 则 称 y 是 4 的 最 小 上 界 . 记 作 . 
y=1.u.b,4=snpA,(a) 若 4 有 一 个 g.1.56， 证 明 它 是 唯一 的 .(b) 
例题 4 .1-3 中 ，g9 .1.6, {4.B) 和 /i .4.b6。 {444.8} 是 什么 ? 

9.《〈 格 ? 设 蜡 是 一 半 序 集 , 若 丸 中 的 任 巧 两 个 元 素 x，y 均 有 一 个 
9 .{ .5 ( 记 作 x 和信) 和 一 个 1 .ap .( 记 作 xY y) .证 明 例题 4.1-3 中 的 半 
序 集 让 一 个 格 .这 里 ，A 八 B= A[l B, AV B= AUB. 

10。 设 妈 是 一 半 序 集 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 xEW， 使 得 > 所 > 到 
洱 y=x.， 则 称 x 为 可 的 极 小 元 . 求 习 题 4(4a) 中 的 所 有 极 小 元 ， 


84.2 哈恩 - 巴 拿 林 (Hahn-Banach) 定理 


Hahn-Banach 定 理 是 线性 泛 录 的 延 拓 定理 ， 它 保证 赋 
学 空间 上 具有 充分 多 的 有 界线 性 泛 孙 及 线性 江 电 的 取 值 范围 
可 事先 指定 .并且 为 对 偶 空 间 提 供 所 需 的 理论 .因此 ， 扫 ahn- 
Bonach 定 理 是 有 界线 性 算 子 最 重要 的 定理 之 一 ,定理 首先 出 
日 .Hahn (1927) 提 出 ，S. Banach (1929) 给 出 更 为 一 般 的 形 
式 (定理 4,.2-1)，H,F.,Bahnenblust 与 \, Sobczyk (1938) 
将 其 推广 到 复 问 量 空间 上 (定理 4.3-1) 

延 拓 问题 就 是 研究 定 义 在 给 定 集 关 的 一 子 集 Z 上 的 数 学 
对 象 (例如 ; 映射 ) 能 否 扩 充 到 整个 集 关 上 ， 并 且 保 持 某 些 基 
本 性 质 的 问题 . 

在 Hahn-Banach 定 理 中 ， 延 拓 的 对 象 是 一 线性 泛 国 记 
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保持 以 称 做 次 线性 汉 防 PP 所 控制 的 有 界 性 ,特别 为 一 有 界线 
性 泛 函 时 ， 延 拓 后 保持 范 数 不 变 , 下 面 我 们 给 出 次 线性 泛 冰 
定义 ， 

4.2-1 定义 (次 线性 泛 函 ) 设 忆 是 向 量 空 间 和 上 上 一笑 值 
沁 国 ， 并 斌 足下 列 条 件 . 

(1) 对 于 任 间 x，yE4， 均 有 
P(x+y) 达 P(x) + Ply)， (次 可 加 性 》 
(2) 对 于 RR 中 的 所 有 a 之 0 和 任意 XE 有 ， 
: Pa (x) = aP (Xx) (下 齐 性 ) 
出 称 天 是 兴 上 的 次 线性 泛 国 ， 
( 注 ， 赋 范 衬 间 上 的 苑 数 是 次 线性 泛 函 ) 

4.2-2 Hahn 一 Banach 定 理 ( 线 生 泛 函 的 延 拓 ) 设 和 是 
实 向 量 空间 ，P 是 世上 一 个 次 线 履 江 昂 ，/ 是 定义 在 了 的 子 
宣 间 Z 上 的 一 实 线 性 泛 茹 ， 并 满足 . 

(3) 尘 寺 有 打 有 XE€2， f(x) PP (x), 

则 存在 定义 在 上 的 线性 泛 范 ( 实 的 ) 了 满足。 

(3*) 对 于 所 有 xEX，F (2z) <P(x) 

目 对 于 每 个 zxEZ，F (x) = f(x)， 


( 称 了 为 从 Z 到 的 一 线性 延 拓 ) 
证 明 , 分 三 步 证 明 . 
(a) 满足 9 (x) 过 P(x) (x ED (9)) 的 1 的 所 有 延 拓 9g 组 成 


的 集 E 可 成 为 半 序 集 ， 并 根据 Zorn 引 理 ，EE 有 极 大 元 f. 


Cp) f 是 定义 在 整个 X 上 的 线性 泛 函 . 
Cc) 证 明 在 (5) 中 用 到 的 一 个 辅助 关系. 详细 证 明 如 
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下 . 
(a》 设 E 是 满足 条 件 
g (xX) p(X) 对 于 所 有 XxXE€ 也 (9) 
的 7 的 所 有 线性 延 拓 9 的 集合 显然， 五 六 加 .因为 FE 天 .在 
已 上 我 们 用 下 面 关 系 定义 一 偏 序 ，9 和 jp 表 示 j 是 g 的 一 个 延 
拓 ， 即 万 (用 Do)， 并 日 对 于 每 个 xE 三 (9 ,有 ,8Cx) = 
9 (xX)., : 


对 于 任意 链 CC 巨 ， 我 们 现在 定义 9 为 ， 
g(x) = 0 (x) xXED(nD. (gE€EOC) 
9 是 线性 泛 函 ， 其 定义 域 为 
D(g) = U Do 
因为 C 是 一 个 链 ， 所 以 刀 (9 ) 是 一 向 量 空间 . 


9 有 了 确定 意义 . 事实 上 ， 对 于 gb gz EC.， 和 x€D 
(g1) 1D (gs) ,我 们 有 gi(x) =gz(x), 这 是 因为 C 是 
一 个 链 ， 从 而 gi1D9: 或 g: Dgi. 这 然 ， 对 于 所 有 的 g EC， 


gDg. 因此 9 是 C 的 一 个 上 界 ， 由 于 C 是 任意 的 . 于 是 根据 

Zorn 引 理 ，EE 有 一 极 大 元 f ， 由 瓦 的 定义 ， 了 是 /的 一 个 线 -， 
性 延 拓 ， 并 满足 ， 

F(x) Sp(%) xEDf) (4) 

(6) 我 们 现在 证 明 刀 (了 ) = 义 ， 假若 不 成 立 ， 那 么 可 选 

y1EX-D(f)， 并 考虑 由 D (了 ) 和 i 张 成 的 X 的 子 空间 

Vi. 注意 yi 在 0， 因为 9ED(f) 对 任意 xEY1, 可 唯一 地 表 
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未成， 

X=y+CyYi y€ED(f). 

事实 上 ， y+t+ayi= y+pBy1, y€DT) 
蕴涵 y- y= (8 -a) yi， 这 里 y= y ED 由， 
但 yi# DD(f) 因此 ， 得 ，y-y=9,，a-B=0， 唯一 性 得 
证 ，) 
在 了 :上 定义 泛 力 91 为 ， 

OIC 十 CQ71) -= (y) 二 CC， (5) 
这 里 c 是 任意 实 常 数 . 不 难看 出 gt 是 线性 的 ,对 于 9% =0， 我 
们 有 gi(y) = f(y)， 因此，gl 是 了 的 一 个 真 延 拓 ， 即 g! 是 使 


得 D(f) 是 品 (g1) 的 真子 集 的 那 种 延 拓 ， 因 此， 如 果 我 们 能 
证 明 gi1 E 上 上 ， 即 对 于 所 有 XE€D(g1). 均 有 
g1(%) < p(X) (6) 
成 立 ， 那 么 就 会 导致 与 了 是 极 大 元 矛盾 ， 所 以 , D( f) = XX， 
(ce) 最 后 我 们 必须 证 明 ， 对 于 一 个 适 当 的 c，(5) 式 中 
的 g! 应 满足 (6) 式 . 


我 们 考虑 D(f ) 中 的 任意 y 和 z， 由 (4) 和 (1) 得 到 ， 


f(y) -fF 2) = fy-2) p(y-2) 
= pp(YV+ Yi1— Yi— 2) 
z p(y+ y)+ p(yi—2) 
于 是 有 
(sp fy, 7) 
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这 里 yi 是 固定 的 ， 因 y 在 左边 未 出 现 ， z 在 右边 未 出 现 ， 所 以 
我 们 在 左边 关于 z 取 上 确 界 ( 记 为 mo)， 在 右边 关于 y 取 下 确 分 
〈《 记 为 mi) ， 不 等 式 仍然 成 立 ， 即 mo 委 ml1。， 对 于 满足 


mC 和 Mm 的 一 个 ce、 从 (7) 有 


-pl(-y1-2z) -了 (2) 之 c. 对 于 所 有 z ED(f) 
(8a) 


cEp(y+y1) 一 f(y) .对 于 所 有 y ED(f). 
(8b) 
分 别 就 (5) 中 的 a 为 负 和 正 数 的 情况 证 明 (6) 式 . 
对 于 c<0， 我 们 用 cx 37 代替 (8c) 中 的 >， 即 


-p(-y-i))- f(sy)<e 
用 ~- c>0 乘 不 等 式 两 边 得 
ap( -yi 二) +f (y) 委 -CC. 
由 此 及 (5)， 利 用 x=y+ayb 得 
91 (Xx) =-f (y) + CC 到 -ap(-y1— ay) 


=~ payt+ yy) = p(X) 
对 于 a = 0，x ED(]), 无须 证 明 . 对 于 c>>0 用 a-:y 代 替 (8b) 
中 的 y 得 到 ， 
wwv11 
c<p (Fy+y! 一 f (ay) 
用 >>0 乘 不 等 式 两 边 得 
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了 i hu 
ac <ap( gy + )- f (yy) = p(x) - f(y) 
由 此 及 (5) 


gx) = f(y) + acep x). 
不 用 Zorn3l 理 能 行 妈 ? 这 是 一 个 令 人 感 兴 趣 的 问题 . 特 
划 是 这 个 引 理 没有 给 出 构造 性 的 方法 ， 如果 在 (5) 中， 用 f 代 


链 了 .， 则 对 于 每 个 实数 c， 我 们 得 到 到 子 空间 Z4 上 的 一 线性 
延 拓 gi1， 这 里 Z1 是 由 DD (f) U{yi} 张 成 的 子 空间 . 并 且 能 选 
择 c 使 每 对 于 有 所 有 XE€Zi1 有 gg1(X) 二 p(x) 如果 上 =2Z1. 这 就 
证 完了 . 车 耻 二 Z1， 可 取 一 个 y, EX -2Z1， 并 将 f 延 拓 到 Z 
和 y: 张 成 的 子 空间 Z. 上 ， 反复 延 拓 下 去 ,就 得 到 一 子 空间 2， 
的 序列 ， 其 每 一 个 都 包含 前 一 个 ， 并 使 /从 一 个 子 空间 线性 
延 拓 到 下 一 个 子 空间 ， 且 每 个 延 拓 9 ,满足 , 对 于 所 有 x € Zi， 
有 9; (XxX) 这 p(x)， 若 


X= U L 
我 们 经 n 步 之 后 就 可 证 完 ， 若 


X=UZ 


= 1 


We 


我 们 用 通 芝 的 归纳 法 可 以 证 明 . 然而 ， 老 人 没有 上 述 那样 的 
表示 ， 其 证 明 就 需要 /orn5j 理 . 

对 于 某 些 特 殊 的 空间 ， 情 况 可 能 变 得 简单 些 ， 其 中 希 耳 
伯 特 空间 由 于 有 了 Aiesz 表 示 式 就 是 这 种 类 型 ， 这 将 在 下 证 
中 讨论 . 
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习 题 4.2 


1。 证 明 线 性 泛 消 的 绝对 值 具有 性 质 (1) 和 (2)，、 
2。 证 明 向 量 空间 放 上 的 范 数 是 XX 上 的 一 个 次 线性 泛 销 ， 
3. 设 x= (64)E€1*，5,， 是 实数 . 证明 


P(x) = Timé ,在 /上 定义 一 个 次 线性 泛 函 。 


4 。 证 明 次 线性 泛 函 已 满 足 书 (9) = 0 和 P(-x)> -P(x)， 

5 。( 凸 集 ) 如 条/ 是 问 量 空间 飞 上 的 一 个 次 线性 泛 范 ”证 明 
型 = {txj (xs 委 rr，r>0 固 定 }) 是 一 个 凸 集 (参看 83 .2?) 

6 。 如 果 赋 范 空 间 半 上 的 一 个 次 可 加 泛 函 了 在 9 点 连续 且 P (0) = 0， 
证 明 人 对 于 所 有 xE€ 入 是 连续 的 . 

1 。 如 有 打上 :和 4: 均 是 向 量 空间 飞 上 的 次 线性 泛 明 ， 月 c1 和 cl 十 
正常 数 . 证 明 忆 = cj Pi+ cz 了 ;是 六 上 的 一 个 次 线性 泛 朱 ， 

2 如果 定 义 在 赋 范 空间 浅 上 的 一 个 次 可 加 泛 函 在 一 个 球面 {x| 
中 x1 三 r} 外 是 非 负 的 . 证 明 对 于 所 有 和夫 ， 它 是 非 负 的 . 

9。 设 万 是 实 疝 量 空间 失 上 的 一 个 次 线性 泛 国 ，Z = {x€XX|x= 
axo， akERi ，xo€ 是 一 固定 元 素 , 在 2 上 定义 泛 销 /为 1 (Xx)= 
ct (xo) .证 明 f 是 2 上 的 线性 泛 函 且 满 足 f (x) 记 P(x)， 

10 。 如果 了 中 是 实 向 量 空间 和 上 的 一 个 次 线性 泛 函 . 证 明 X 二 存在 


一 线性 泛 函 了 ,使 得 ~ P(x) < 六 (x' 过 P(r). 
$4.3 复 向 量 空间 和 赋 范 空间 的 
Hahn-Banacn 定 理 
定理 4. 2-2 是 实 向 量 空间 上 的 线性 江 函 延 拓 定理 .由 日 
Bohnenblust 和 人 AAA， Sobczyk (1938 年 ) 将 此 定理 推广 到 复 


问 量 空间 上 . 
4.5-1 Hahn-Banach 定 理 ( 复 宇 间 的 )， 议 入 是 实 的 或 
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复 的 向 量 空 间 ，Z 是 半 的 子 空间 . 且 p 是 XX 上 的 实 值 泛 卫 并 满 
是 . 
对 所 有 X，yEX，p(X+ yy) 志 Pp(X) + p(y) (次 可 加 性 》 
(1) 
对 于 每 个 数 a，p (ax) = ja| p(X) (绝对 齐 性 ) (2) 
/是 Z 上 一 线性 泛 末 并 满足 ， 


对 所 有 XEZ， |f (x)| 志 p (xX). (3) 
则 /有 一 个 从 Z 到 无 的 延 拓 /日 满 足 
1 oo 之 p(x)， 对 所 有 x EX (3*) 


证 明 (a) 者 是 实 向 量 空间 . 则 (3) 理科 对 所 有 xE 7， 
1 (x) 志 p(x)， 因 此 ， 根 据 Hahn-Banach 定 理 4.2-2， 存 在 


一 个 从 Z 到 的 线性 延 拓 /， 使 得 对 所 有 x EX， 有 


f (x) <p (x). / (4) 
由 此 及 (2) 得 ， 


-f= fp x) = -1 p(x = pn). 


即 ， 了 (%) 之 -p(x)， 此 不 等 式 与 (4) 合 起 来 证 得 (39) . 

(6b) 设 久 是 复 向 量 空间 . 并 假设 Z 是 复 问 量子 空间 .于 
是 /是 复 值 的 ， 可 号 成 ， 

f(x) = 户 (x) +ifs (x). 

其 中 fi 和 f: 均 是 实 值 的 .我 们 暂时 将 XX 和 2Z 视 为 灾 向 量 空间 ， 
并 用 X, 和 2Z ,分 别 表 示 它 们 .这 仅仅 限制 用 实数 作 数 乘 (代替 
复数 ) ， 由 于 /在 Z 上 是 线性 的 ， 且 fi1 和 f: 是 实 值 的 .所 以 记 
和 f: 在 Z, 上 是 线性 的 ， 因 为 复数 的 实 部 不 可 能 超过 它 的 借 ， 
于 是 六 (Cs 过 |f (x)| ， 根 据 (3) 得 ， 对 于 所 有 xEZ， 有 
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fj1(X) < p(X). 
由 Hahn-Banach 定 理 4. 2-2， 必 存在 一 个 从 Z ,到 A ,的 方 的 
线性 延 拓 方 ， 使 得 对 于 所 有 xE 不 ， 均 有 

fi (xX) < p(X). (5) 
这 就 解决 了 广 的 问题 . 现在 我 们 转 癌 f. 问 到 Z 上 上， 利用 f= 
fi+i1j:， 对 于 每 个 x*E€2Z， 有 

i fx) + if2 x) =1f xX) = fx) = fi1Cx) 二 1 (xX) 

两 边 的 实 部 必 相 等 ， 


f2 (xX) = ~ f1(1x). XEZ. (6) 
因此 ， 对 于 所 有 XE€Z， 阁 令 
f (Cx) = fi (x) 一 fi Cix) (7) 


由 (6) 我 们 看 到 ， 在 Z 上 有 了 (x) = f(x)， 这 证 明了 f 是 f 
从 Z 到 久 的 一 个 延 拓 ， 剩 下 的 工作 是 证 明 ， 


(1) 了 是 复 向 量 空间 X 上 的 一 线性 泛 函 . 
(i) 了 在 X 上 满足 (3*). | 
由 于 六 是 实 向 量 空间 X ,上 的 线性 泛 函 .利用 (7) 式 ， 对 于 
任意 复数 a + ib， 其 中 a 和 b 是 实数 , 均 有 ， 
fila +YD)X] = fi (ax + 1bX) 一 ifi(iax -bx) 
~ afi(x) +bfi(ix) 
_ifafi(ix) bfi(x) ] 
= (a + 1b) { fi (x) 一 i (1X) | 
= (a+ib) f (x) 
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满足 可 加 性 是 显然 的 ， 因 此 (iD 成立. 
我 们 来 证 明 (ii) ， 对 于 使 六 (x) = 0 的 任意 x， 因 为 (1) 和 
(2 蕴涵 记 (0) 人 0， 所 以 (iD 成 立 。 设 x 使 了 (x) 硅 0. 于 是 
有 . 
7 co0 = 1 Coolew 因而 ， IF 01 = 了 COe 
由 于 1f (x)| 是 实 的 ， 故 7Co ee 也是 实 的 日 等 于 它 的 实 部 . 
因此 ， 根 据 (2) 得 . 
1F (x)| -fF (eTi* x) = fi (ex) ple ' xX) 
= le™'"| p(x) = p(x) 
尽管 Hahn-Banach 定 理 没 有 直接 说 到 连续 性 . 但 是 这 
个 定理 的 主要 应 用 是 关于 有 窒 线 性 江 泌 因此， 我 们 可 在 赋 
范 空间 上 考虑 这 个 定理 . 事实 上 ， 定 理 4, 3-1 继 涵 下 述 定 理 ， 
4.3-2 Labhn-bBanach 定 理 ( 赋 范 空间 ) . 设 / 是 赋 范 
空间 X 的 子 空间 Z 上 的 一 有 界线 性 沁 医 ， 则 XX 上 存在 一 有 和 界 


线性 江 涵 了 ， 了 是 f 在 X 上 的 一 个 延 拓 ， 并 且 其 范 数 为 


Lf ix = (8) 
这 里 1 fx=sup | 了 CO1， 1f lz= sup If C0) 
ix1-1 1 


证 明 著 Z={9)， 则 f=0 且 在 X 上 的 延 拓 为 1 =0. 车 
2 二 10， 我 们 项 望 利 用 定理 4.3-1， 因 此 ， 首 先 必 须 找 到 一 
个 适当 的 p， 出 十 对 于 所 有 xE€2Z， 有 
fox)| fiz x 
我 们 将 此 不 等 式 作为 (3) 的 形式 ， 那 么 ， 取 
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p(x)=1f1 |x] (9) 
p(X) 定义 在 关上， 而且， 
plx+y)=)fiz xt yA Cixh + hyt) 
= p(X)+ pl(Y). 
plax) = flzldax| = lal fflzijxl = lal p(x). 
即 p 在 六 上 满足 (1) 利 (2). 


根据 定理 4. 3-1， 筷 上 存在 一 线性 泛 函 了 ， 是 /的 一 个 政 
拓 ， 且 满足 ， 


fe) <p(x)= flsixl. xEX. 
因此 有 ， 
If Lx =sup If (0) < Hf, 


和 人 
wxj=i 


又 由 在 延 拓 的 情况 下 ， 其 范 数 不 可 能 减少 ， 所 以 ，| J1 x 之 
ff > 于 是 (8) 式 成 立 且 定理 得 证 . 
在 特殊 的 情况 下 ， 此 定理 可 能 变 得 很 简单 ，Hilbert 室 
旧 琶 是 这 类 空间 . 如 果 Z《 是 Hilpert 空 间 互 的 财 子 空间 ， 则 上 
有 定理 3,5-1 中 的 Riesz 表 示 ， 
f(x) = <xX，、2>, > €72., 
这 里 ，jf = izj， 因 为 内 积 是 定义 在 歼 个 已 上 的 ， 这 就 立 


即 给 出 了 f 从 Z 到 XX 的 一 线性 延 拓 ff， 且 由 定理 3.5-1, f 与 f 


有 相同 的 范 数 ，| f | = |z! = |]. 

从 定理 4.3-2， 我 们 现在 将 导出 另 一 个 有 用 的 结果 ， 就 
是 赋 范 空间 的 对 偶 空间 是 由 足够 多 的 有 界线 性 泛 函 组 成 的 . 
这 个 结果 对 于 伴随 算 子 (§ 4,4) 和 弱 收 敛 (§ 4,7) 理 论 是 重要 
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的 . 
4.5-5 定理 (有 界线 性 泛 函 的 存在 性 )， 设 X 是 赋 范 空 
间 ，xo 夺 9 是 XX 的 任 元素 ， 则 关上 存在 一 有 界线 性 泛 函 f， 
使 得 ， 
1 =1， f(x0)=| vl. 
证 明 我 们 考虑 由 所 有 元 素 cx 所 组 成 的 闷 的 子 空间 Z 
(这 里 a 是 数量 ， 在 Z 上 我 们 定义 线性 泛 函 f 为 
fx) = a xo X= QaXo (10) 
由 于 ， 
If x0) = faxol = lal lxol = jaxol = lx 
因此 f 有 和 界 且 | =1. 
定理 4.3-2 药 涵 f 有 一 个 从 Z 到 久 的 线性 延 拓 f， 其 范 数 
满足 1f| = 1 =1， 从 (10) 我 们 看 到 f (x0) = (xo) = xol . 
4 5-4 推论 ( 范 数 ， 零 向 量 ) ， 对 于 赋 范 空间 X 中 的 每 
个 x， 我 们 有 
上 | 一 er ~ (C112» 


因此 如 果 xo 使 对 于 所 有 f EX*，f(xo) =0， 则 ，%o= 0. 
证 明 由 定理 4.3-3， 并 将 其 中 x 写成 x 
foc) [Fn jl 一 | . 


‘st WI 了 


iEXs. 
fo 


又 从 (x) 三 上 用 上 wh， 得 . 


( 
sb 人 < x, 


= 让 


188 


习 题 4.3 


1 ( 拟 范 数 ) 证 明 (1) 和 (2) 蕴涵 已 (9) =0 及 P(x) 之 0 因此 ,了 是 
一 个 拟 范 数 〈 参 看 8$2 .3 的 习题 10) 
2。 证 明 (1) 和 (2) 草 涵 | 避 (x) -2 和 POGx-y)， 


3. 证 明 由 (7) 式 定义 的 /是 复 向 量 空间 XX 上 的 一 线性 泛 函 ，[ 提 
示 。 只 须 证 明 f CGix) =i 了 (x)] / 
4. 设 P 是 定义 在 向 量 空间 XX 上 ， 并 满足 (和 (2),， 证 明 对 于 企 
意 给 定 防 xo€ 丫 ， 全 上 存在 一 线性 泛 函 /， 使 得 f(x0) = P(x)， 


且 对 于 所 有 xE€ X，|f (x)1<<P(x). 
5 。 如 果 定 理 4,3-1 中 的 革 是 赋 范 空间 ， 并 且 对 于 某 个 k 沁 0， 


P(x)<<k| 上 x 证明 中 广 中 才 h， 
6。 在 Euclidean 平 面 R? 上 定义 污 冰 /1 为 
f(x)= a + ore, x= (tL), 


求 /到 RR: 的 所 有 线性 延 拓 了 及 其 范 数 上 六 | . 

7. 在 Hilbert 空 间 的 情况 下 ， 给 出 定理 4.3-3 另 一 个 证 明 ， 

8。 设 站 是 赋 范 空间 ， 针 ”是 其 对 偶 空间 ， 车 下 寺 {9} ， 证 明 
龙 *。 也 不 可 能 为 {0} . 

9 .证 明 对 于 可 分 的 赋 范 空间 X， 不 用 Zorn 引 理 可 直接 证 明定 更 
1.3-2 在 定理 4 .2-2 的 证 明 中 间接 用 到 了 Zorn 引 理 》 

10。 直接 从 定理 4 .3-3 得 出 定理 4,3-4 的 第 二 个 论述 . / 

11. 如 果 对 于 赋 范 空间 上 的 每 个 有 界 线性 泛 函 f，f (x)》= 
f(y)， 证 明 x= y， ~ 

12 。 设 藉 为 Euclidean 平 面 玉 2， 试 求 出 定理 4 ,3-3 中 的 世 国 三 


13 证明 在 定理 4 .3-3 的 假设 下 ， 针 上 存在 一 有 界线 性 泛 函 广 
使 得 外 广 | = xo -1 县 f (x0)=1， 
1 和 9 


14 ，《〈 超 平面 ) 还 明 对 于 
赋 范 空间 关中 的 任意 球面 
S (6,+), 和 任意 点 xc ES (9， 
r)， 存 在 一 超 平面 万 ,3xo， 
使 得 球 与 (8, >) 完全 置 于 由 万。 . 
所 确定 的 两 个 半空 间 之 一 当中 
(参看 $2 .8 中 习题 8 ) 
(请 看 图 24) 

15。 如 果 赋 范 空间 励 中 的 
xo， 鸽 得 对 于 所 有 范 数 为 1 的 
/EX*， |f(xo)| 志 C, 证 明 图 24 习题 M 在 Euclidean 
[Ixo ll Cc. 平面 尺 : 情 况 下 的 图 示 


S4.4 伴随 并 子 


对 于 赋 范 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 2 : X> 了 我 们 可 以 
引进 它 的 伴随 算 子 72“, 在 本 节 我 们 定义 伴随 算 子 大 并 研究 它 
的 基 些 性 质 ， 以 及 它 与 吕 iibert 伴 随 算 子 3* 之 间 的 关系 〈 在 
Hilbert 空 间 的 情况 下 7” 与 7* 是 不 同 的 ) .特别 要 注意 ， 
我 们 现在 的 讨论 是 伺 助 于 定理 4 .3-3. 

我 们 考虑 有 界线 性 算 子 7 了: XX 一 了 ， 这 里 文 和 是 典范 
空间 .为 了 定义 T 的 伴随 算 子 7*, 任 取 Y 上 有 界线 性 泛 函 0. 
对 于 每 个 yEY 是 有 定义 的 充 y= 了 xx， 于 是 得 到 飞 上 一 
鸭 户 


f(x)=g(7x) xxEAX， (1) 
由 于 9 与 了 是 线性 的 ， 所 以 /是 线性 的 . 因为 

HCl = lg(Tx) <lol TI xl 
则 f 是 有 界 的 ， 且 有 
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和 < ie 人， (2) 
六 表 明 FE X*， 这 里 X* 是 天 的 对 侦 空 间 . 

根据 假 芭 9EYY*， 从 而 ， 对 于 可 变 的 gEY*， 公 式 (1: 
下 义 了 一 个 从 Y* 到 XX* 的 肛 子 ， 称 做 了 的 伴随 算 子 , 记 作 全 
于 是 ， 有 ， 

NX—>y 
rx* (3) 
XN*<—— Vy* 

注意 ，7* 是 定义 在 Y* 上 的 算 子 ， 而 给 定 的 算 子 了 是 定 
义 在 关上 上 的。 下 面 给 出 伴随 算 子 的 定义 . 

4.4-1 定义 《伴随 算 子 ) . 设 铸 和 YY 是 赋 范 空间 ， 了 
有 一 了 是 有 雾 线性 算 子 ， 则 了 的 伴随 算 子 7: YY*->X* 定 义 
成 

(ZL ”9g)(xX)=0(C7X) gE€EY* (4) 
这 里 的 X* 和 XY* 分 别 是 关 和 Y 的 对 偶 空 间 ， 

我 们 首先 证 明 伴随 算 子 具有 与 算 子 本 身 相 同 的 范 数 .在 
证 明 过 程 中 我 们 要 用 到 由 Hahn-Banach 定 理 推 得 的 定理 
4.3-3. 由 此 可 见 ，Hahn-Banach 定 理 在 建立 伴随 算 子 理 
论 中 起 了 令 人 满意 的 重要 作用 ， 

4.4-2 ”定理 (伴随 算 子 的 范 数 ) . 定义 4.4-1 中 的 伴随 
算 子 7* 是 线性 有 界 的 . 日， 

和 = 全 (5 ) 

证 明 由 于 入 的 定义 域 了 是 同 景 空间 ， 且 

(IT*(agi+ pg)) (x)}= (agi+ Bg)(T x) 
=agi(Tx) + Pq) 
=a(T”gi)(x)+ p(T g)(x) 
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因此 ，7* 是 线性 的 . 
现在 我 们 证 明 (5) ， 由 (4) 和 (2) 得 ， 
上 = 及 19 
在 范 数 为 1 的 所 有 g EY* 上 取 上 确 界 . 有 
| < 7 . / (6) | 
另 一 方面 ， 定 理 4. 3-3 冀 涵 下 面 事实 ， 对 于 每 个 非 零 的 
Xo€ 半 ， 存 在 一 个 go EY*， 使 得 
lg =1 且 go(Txo) = (7 xol 
由 伴随 算 子 T* 的 定义 ， 这 里 go (Txo) = (TXgo) (xo)， 记 
f= 7*go， 于 是 ， 
[Tx = go (f Xo) = fo Xo) < Ifol [xol 
= |7T*gol |xolf < IT lgol xo 
但 是 ，|oo = 1， 所 以 ， 对 于 每 个 xoEX， 有 ， 
[Txol < [TX fxol 
从 而 ， 必 有 ITI 志 41T 趾 ， 由 此 及 (6) 立即 证 得 (5)， 
4.4-5 例题 〈 矩 阵 ) . 在 " 维 Euclidean 空 间 尺 "中 ， 线 
性 算 子 了 7，RR"->R" 可 用 算 阵 表示 (参看 2.6-8 (iD )， 这 里 钴 
阵 Te= (Tj 4) 依赖 于 R" 中 基 玉 = {el,…,e4} 的 选取 . 假定 我 
们 已 选 定 基 碧 ， 且 E 中 元 素 的 排列 顺序 保持 固定 .将 x = (ab 
6 视 为 列 向 量 ， 于 是 有 ， 


y= EX, B77; = 这 地 (7) 
K =1 


1 = 1 2 1. 设 已 = {fy 了,} 是 全 的 对 偶 基 (参看 8 2.8) ， 
下 是 (RM* = R" (参看 2.8-14) 的 一 个 基 ， 因 此 ， 对 于 每 人 
gE€ (R")*， 有 

g=afy+t" ta,, 
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由 对 偶 基 的 定义 ，fj (3) = fj (er) =71 
由 (7) 得 / 


g(y) = g(xX) = an = art 
区 换 和 的 次 序 ， 可 写成 下 列 形 式 ， 
g (Tex) = Pash. 这 里 ，A = EL rna， (8) 


我 们 在 关上 定义 一 泛 函 f， 
f(x) = g(T x) = Bs. 
回忆 伴随 算 子 的 定义 ， 
= 了 89. 其 分 量 为 ， Pa= mai 
因此 ， 我 们 有 下 述 结论 ， 
车 7 以 和 矩阵 Ts 表示 ， 则 伴随 算 子 T* 以 Ts 的 转 置 表示 ， 
如 果 T 是 从 C" 到 C" 的 线性 算 子 ， 则 上 述 结 论 仍然 成 立 ， 
下 列 公 式 (9) 至 (12) 所 给 出 的 伴随 算 子 的 一 些 性 质 ， 其 
在 运用 伴随 算 子 时 是 很 有 用 的 ， 相 应 的 证 明 留 给 读者 . 令 
S，T EB(X,Y) (参看 定理 2.7-13) ， 则 有 ， 


(S+T)*=S*+7T” (9) 
(a7)”=af”™ (10) 
设 XX，Y, ZV 是 号 范 空 间 , 上 TT EB(X,Y),SEB(Y,2)， 
则 对 于 羔 积 ST 的 伴随 算 子 我 们 有 
(ST)*=7™*S” (地 图 25) (11) 


落 人 EB(X, YY)，7-: 存 在 RT-IEB(YX)， 则 (TO9- 
亦 存在 ， (7 ) EB(X*, Y*) 且 有 ， 
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TXS* 


图 25 ”公式 (11) 的 说 明 
(TT)-!= (1 7)) , (12) 
伴随 算 子 7 "与 Hilbert 伴 随 算 子 7* 之 间 的 关系 ， 当 入 和 
YY 是 Hi bert 空 间 ，. 和 = HY 了 = 态 :， 昌 7 X->Y 是 有 界线 
性 算 子 的 情况 下 ， 首 先 有 ， 


万 ;一 > 万 ， 
px (13) 
H'<—H: 
与 前 面 一 样 ， 了 的 伴随 算 子 定义 成 ， 
(G) 了 ”0 = 
9 1/ (f€1/{'",oEH;) (14) 


(b) glx) = f(x) 
因 f 和 g 是 Hilbert 空 间 上 的 泛 纯 ， 它 们 有 Riesz 裘 示 《〈 参 看 
定理 3.5-1) ， 
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1 (X) = CX, Xa> (xo EH 

gy) 三 《yy Yo> (yo € Hi,) 
由 定理 3.5-1 知 ， 分 别 由 /和 9 确定 的 xe 和 3 是 唯一 的 ， 这 融 
分 别 通过 和 

Aif= Xo 

/A,g= yn 
定义 了 两 个 算 子 ， 

机 ~ 天 

4 万 -> 万 
从 定理 3.5-1 看 到 ， 4 和 -4: 是 双 射 且 等 距 的 . 这 是 因为 ， 
141= lxo1= 人 有 4 也 有 类 似 情况 .此 外 , 4 和 4 是 共 斩 
fi1Cx) =《xy X12>，f2Cx) = <x, X22， 则 对 于 所 有 xEHI， 和 和 任 
蕊 数 a,P, 有 . 

(af1+Pf2)(x) = afi(x) + Bf,(x) 

= CCXyYXI> + PLx, Xi> (16) 


(15) 


= 《<X， Q Xi + fi x2> 


根据 4 的 定义 ， 


Ailafi+Bf:)=a Afi+h Af: 
于 是 4! 的 共 轿 线性 得 证 ， 同 理 可 证 4; 亦 是 共 思 线 性 的 . 
构造 算 子 (参看 图 14) | 
T*= AT*A,-1:H,—>H! (17) 
是 由 T*yo= x%o 定 义 的 。 由 于 7T* 中 包含 两 个 共 罗 线性 算 子 ， 
7T* 又 是 线性 的 ， 因 此 7T* 是 线性 的 而且; 从 (14) 至 (416) 立即 
有 ， | 
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Tx, yo>=0(7x) = f(x) =《xyXo> = Lx TH yo 
这 就 证 明了 7* 的 确 是 T 的 Hilbert 伴 随 算 子 . 
公式 (17) 给 出 了 Hitbert 空 间 上 有 界线 性 算 子 了 的 
Hilibert 伴 随 算 子 7* 用 了 的 伴随 算 子 7* 的 表示 . 
另外 ， 从 (5 ) 和 A1, 4: 的 等 距 性 立即 可 得 ,7* 上 =|7TI. 
下 面 我 们 指出 ,了 :对 > 了 的 伴随 算 子 TY 和 TT; 琳 ! 一 万 :的 
Hilbert 伴 随 算 子 7* 的 主要 区 别 ， 其 中 ， 针 ，Y 是 赋 范 空间 . 
而 且 !， 玉 :是 Hilbort 空 全 
7 “是 定义 在 台 ;有 了 的 值 域 的 空间 的 对 偶 空间 上 的 ， 而 了 * 
是 直接 定义 在 包含 7 的 值 域 的 空间 上 的 . 
大于“， 根 据 (10) 有 ， 
(a7)*=aT” 
但 关于 7*#， 由 定理 3, 6-4 有 ， 
(oa)*= C eT* 
在 有 穷 维 的 情况 下 ， 六 用 7 的 表示 估 降 的 转 轩 来 大 示 . 
而 7* 则 用 那个 矩阵 的 复 共 轿 转 置 表示 ， 


图 26 公式 (13) 和 (17) 中 的 算 子 
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习题 4.4 

1. 证 明 通过 (1 ) 定 义 的 泛 函 是 线性 的 . 
2 . 零 算 于 和 便 等 算 子 ! 的 伴随 算 子 都 是 什么 
3. 证 明 (9) 
4 。 证 明 (10) 
5。 证明 (11) 
6. 证 明 (T*)*= (TX)* 
7。 将 (11) 和 例题 4.4- 8 联系 起 来 ， 我 们 将 得 到 什么 样 的 算 阵 公 
式 ? 

8. 证 明 (12) 

9。《〈 零 化 子 ) 设 兴 ， 了 是 赋 范 空间 ，7 ;XX -> 了 Y 是 一 有 界线 性 算 


子 ,M = A(7) 是 Z 的 值 域 的 闲 包 。 证 明 〈 参 看 8$2 ,8 习题 19) 
M°*=N (7T*) 
10。〈 和 零 化 子 ) 设 有 是 赋 范 空间 和 的 对 偶 空 间 天 * 的 子 集 . B 的 零 
化 子 定义 成 
‘B= {x€A If (=0,1€B}., 


证 明 在 习题 9 中 ， 
R(TyCIN (TX) 


解 方程 x*= y 意 味 着 什么 呢 ? 


44.5 自 及 空间 
向 量 空间 的 代数 自 反 性 已 在 8$ 2,8 讨论 过 , 本 节 转 辣 考 虑 
赋 范 空间 的 自 反 性 ， 
赋 范 空间 了 XX 的 对 偶 空 间 X* 在 定义 2,8~12 中 已 给 出 .X* 
的 对 偶 空 间 (X*)* 记 作 关 **, 并 称 做 的 第 二 对 偶 空间 . 
取 一 辕 定 的 xE€X，。 我 们 在 XX* 上 定义 一 泛 阔 /为 
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jf)=fx) 了 EX# (1) 
由 于 /有 界 ， 于 是 / : 亦 有 界 ， 并 有 下 列 引 理 ， 

4.5-1 5 引 理 (/ :的 范 数 ). 对 于 赋 沱 空间 4 中 的 每 个 x 由 
(1 ) 定 义 的 泛 薄 J :是 X* 上 的 一 有 界线 性 泛 范 。 即 / : €E XX**. 
其 范 数 注 足 

= (2) 

证 明 ，J :的 线性 性 从 § 2, 8 可知 ,而 (2 ) 式 由 (1) 与 推论 

4. 3-4 得 : 
/. | 
ls ,sy Ts a = lx| (3) 

对 于 每 个 x€ 久 ， 均 对 应 一 个 由 (1) 定 义 的 唯一 的 有 界线 

性 泛 函 /: EX**， 这 就 定义 了 一 个 上 映 尉 ， 
:XX** 

/ x |—>J. (4) 
7 称 做 半 到 X** 的 标准 映射 我们 证 明 / 是 线性 的 、 单 射 且 保 
范 的 ， 这 可 用 $2.3 中 赋 范 空间 同 构 的 术语 来 表达 . 

4.5-2 3| 理 (标准 映射 )， 由 (4 ) 定 义 的 标 谁 映 映 / 是 赋 
范 空间 XX 到 赋 范 空间 RC) 上 的 一 同 构 ，、 这 里 R(J) 是 /的 值 
域 , 

证 明 ，v/ 的 线性 性 如 8$2.8 中 看 到 的 一 样 ， 这 是 因为 ， 

J usrpy(f)=f(ax+pBy)=af (x) +phI(y) 
=aJ:(f)+pJ,(f) 
尾 别 是 ，7 :一 J/ y =:-y; 因 此 由 (2 ) 得 . 
上 -= :y= x- 
”这 表明 7 是 等 距 的 、 保 范 的 ， 等 距 蕴 涵 单 射 。 所 以 ,7 作 为 到 
它 的 值 域 R(J) 上 的 上 矣 射 是 双 射 . 
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对 于 赋 艺 空间 和 和 2， 如 果 民 与 4 的 子 空间 是 同 构 的 ( 参 
看 }》2.3)， 则 黎民 霸 入 在 < 中， 引 理 4.5- 2 表明 和 是 和 仍 人 在 
束 ## 中 的 。 了 也 称 做 和 到 筷 4*# 中 的 标准 髓 入 . 

一 般 说 来 ，y/ 不 是 满 射 ,因此 值 域 民 (7 ) 是 和 ** 的 真子 空 
间 . 当 / 是 满 射 时 ， 即 R(J) = 式 ** 有 如 下 概念 . 

4.5-35 定义 ( 自 反 性 ). 贼 范 空间 了 车 有 

R(J)= X** 
则 称 半 是 自 反 的 ,这 里 / :对 -> 对 是 由 (4 ) 和 (1 ) 给 出 的 标 
准 了 映射 . 

这 个 概念 是 日 ,Hahn1927 年 提出 的 ,由 E, R, Lorch 
(1939) 命 名 为 “ 自 反 性 ”， 矿 ohn 在 赋 范 空间 内 线性 方程 的 
研究 中 ， 以 及 对 偶 空 间 理 论 的 早期 探索 ， 均 认识 到 自 反 性 的 
重要 . / 

车 半 是 自 反 的 .由 引 理 4.5- 2 ， 久 与 革 ** 是 同 构 的 ， 但 
其 逆 一 般 是 不 成 立 的 ， 这 已 由 R,C,James (1950，1951) 所 
证 明 . 

男 外， 完备 性 不 强 涵 自 反 性 ， 但 是 反 过 来 有 下 面 的 定 


4.5-4 定理 (完备 性 )， 如 果 赋 范 空间 和 是 自 反 的 , 则 它 
是 完备 的 (因此 是 一 Banach 空 间 ) 

证 明 因为 X 是 4“ 的 对 偶 空 间 ， 由 定理 2.7-14 知 
六 ** 是 完备 的 . 根据 假设 从 是 自 反 的 ， 即 尺 (7) = 区 *#， 利 

5| 理 4.5-2 以 及 妹 “ 的 和 客 备 性 立即 证 得 涉 是 完备 的 ， 

对 于 赋 范 空间 X， 车 dimX<ce， 则 筷 上 每 个 线性 泛 邯 
都 号 有 界 的 (参看 定理 2,.7-8) ， 于 是 ，X’= 久 *， 由 了 的 代 
效 搓 反 性 (2,8-11) 可 得 如 下 定理 ， 
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4.5-5 ”定理 (有 穷 维 数 )， 每 个 有 穷 维 赋 范 空间 是 自 反 
的 ， 
例如 ，R' 是 自 反 的 . 在 无 穷 维 空间 中 ，!*(1 <p<o0)， 
Lta,b) (1<D<co) 是 自 反 的 . 能 够 证 明 ，Croa, by， 站、 
Lta,0)、 信 以 及 让 的 子 空间 c (所 有 收敛 数列 的 空间 ) 和 和 eo 
(收敛 到 零 的 数列 构成 的 空间 〉 均 是 非 自 肥 空 间 . 
4.5-6 定理 (Hilbert 空间 ) 每 个 Hiibert 空 间 是 自 反 
的 . 
证 明 我 们 要 证 标准 上 映射 / : 扎 一 互 拓 是 满 射 的 ， 即 对 
于 每 个 9E 万 4*， 存 在 一 个 xE 囊 ， 使 得 g9=7 .为 此 首先 作 
为 准备 工作 ， 我 们 定义 4 五 * 一 万 为 4 =2， 这 里 的 上 和 z 
是 由 3.5-1 中 Riesz 表 示 f (x) =《x, 2z2> 给 定 的 . 从 定理 3.5-1 
知 ，A 是 一 个 双 射 、 等 距 的 和 共 罗 线性 的 。 由 定理 2. 8-13， 
H* 是 完备 的 , 并 且 是 一 个 Hilibert 空 间 ， 基 内 积 定义 为 
《fi fi>1= <Af;, Afi> 
易 验 证 它 满足 $3.1 中 的 (Ppl) 至 (Ip4)。 特别 地 ， 从 4 的 共 
久 线 性 并 即 得 到 (1 p2)， 
cafis f221= Afs, Al(af)>= <Af:, a Afr> 
= a<fy f271 
对 于 任意 g EH**， 令 其 Riesz 表 示 式 为 ， 
gqg(f) = x4, 1001= <Afo, Af> 
我 们 记得 ，f (x) = <x,z>， 其 中 z = Af, 记 4f,=x. 于 是 有 ， 
Afo, Af>= Cx,2> = f (x) 
合 起 来 得 ，g (f) = jx) ， 根 据 y 的 定义 ， 即 有 ，g=/,. 因 
为 gE 晶 ** 是 任意 的 ， 从 而 证 得 /是 满 射 ， 因 此 ， 玉 是 自 反 
的 . 
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4.5-7 5| 理 (一 个 泛 函 的 存在 性 ) ， 设 了 是 赋 范 空间 六 
的 真 几 子 空 间 ， 任 取 xoEG 具 一 了 ， 令 


0 = in | 一 Xo| (5) 
表示 xs 到 了 的 距离 ， 则 存在 一 上 EX*， 使 得 ，| 了 | = 1(6) 


对 于 所 有 y EY 了 有 f(y) = 0, 了 (xo) =6. 
证 明 . 这 个 证 明 的 思路 是 简单 的 ,我 们 芳 虑 由 了 和 xo 张 
成 的 子 空 间 ZCX， 在 2 上 定义 一 有 界线 性 泛 函 f 为 ， 
f(z2)=f(y+axo)= ad (7) 
然后 证 明 f 满 足 (6) ， 再 利用 定理 4.3-2 将 f 延 拓 到 关上 . 详 
证 如 下 . 
每 个 zEZ = Span(Y Ut{xo)) 有 了 唯一 的 表示 式 ， 
z=y+Qxo 
1 为 线性 是 显然 的 ， 因 为 了 是 闲 的 ， 于 是 ， 56>0，f 坟 0，、 当 
a = 0 时 ， 对 于 所 有 ywEY，f(y)=0. 对 于 x=1 和 yy=0 有 ， 
f(xX0) = 0., 
”我 们 证 明 / 是 有 界 的 . a= 0 得 f(z) =0， 令 a 考 0， 利 用 


(5) 并 注意 到 (二) y EY， 得 ， 
ol = hold= lain py xo 


< loll-=7 -0 = 1y+axl 


即 ， |f Cz)| 志 上 z|. 因此 f 有 界 且 | 上 fl 专 1 
我 们 来 证 上 f| 宇 ]. 根据 下 确 界 的 定义 ， 了 必 包 含 一 序列 
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(y。)， 使 得 jy。-xol->G， 令 ，z, = y，-xo 则 ff (2.)= -中 
且 


If (2)| za 


一 S > 
ossp “pl > EF 
.0.0.1 

Ei 


( 当 n 一 co 时 )， 因 此 | 用 宇 1， 于 是 证 得 上 f= 1， 根 据 关于 赋 
范 空间 的 再 ahn-Banach 定 理 4.3-2， 我 们 可 以 不 增 大 范 数 地 
将 F 延 拓 到 下 上 上 . 

利用 这 个 引 理 ， 我 们 将 得 到 所 需要 的 定理 . 
”4.5-8 定理 (可 分 性 ) .如果 一 赋 范 空间 六 的 对 侦 空 

间 针 * 是 可 分 的 ， 则 多 自身 是 可 分 的 ， 

证 明 ”假设 X* 是 可 分 的 ， 则 单位 球面 U*= {fi 上 f=17 
CX* 也 包含 一 可 数 秽 密 子 集 {f，}， 因 为 jf EU”， 有 
f=sup fx =1 


根据 上 确 界 的 定义 ， 我 们 可 找到 范 数 为 1 的 点 xvE4， 使 得 


1 
之 一 
|f Cx)| 5 


令 Y = Span(x。) ， 因 为 了 Y 有 一 可 数 的 稠密 子 集 ， 即 系数 的 
实 部 和 虚 部 均 是 有 理 数 的 x, 的 所 有 线性 组 合 的 集合 ， 所 以 Y 
是 可 分 的 ， 

我 们 证 明 Y = 筷 ， 假 定 Y 关 三， 由 了 是 闭 的 ， 根 据 引 理 


4 5-7， 存 在 一 EX 17 | =1, 对 于 所 有 y EY,f (y)= 
0. 因为 xsEY， 于 是 了 (x,)= 0， 并 且 对 于 所 有 的 x 有 ， 
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二 < Hr) = fx -fF (xo) 
= [Cf ef ) x,)) < If， 一 了 [x sl 


这 里 ,| =1, 因 此 ，1f, - 了 | 之 土 , 但 是 这 与 (f,) 在 U* 中 


稠密 矛盾 (因为 1f1 =1， 故 f EU*) 

定理 4.5-8 表 明 关 * 的 可 分 性 蕴涵 卫 的 可 分 性 (其 逆 一 般 
不 正确 ) . 老 赋 邯 空 间 X 是 自 反 的 ， 由 引 理 4. 5-2， 及 ”与 
六 是 同 构 的 ， 从 定理 4.5-8 知 ，X* 亦 是 可 分 的 . 由 此 可 得 如 
下 结论 ， 

一 个 可 分 的 赋 范 空间 半 ， 若 其 对 偶 空 间 X* 不 可 分 ， 则 
下 不 可 能 是 自 反 的 ， 

例如 .i 不 是 自 反 空间 ， 

证 明 由 定义 1,3-7 的 例 3 知 是 可 分 的 ， 但是，({1)*= 
1 是 不 可 分 的 (请 看 2,8-15 和 1, 3-7 中 的 例 4) 从 而 证 得 人 不 
是 自 反 的 . 


习 题 4.5 
1。 如 果 天 = R*， 那 么 (1) 式 中 的 泛 落 f 和 J ,是 什么 ? 
2。 对 于 式 是 Hilbert 空 间 的 情况 ， 给 出 引 理 4 .5..7 一 个 简单 的 证 
明 . 
3 。 若 赋 范 空间 式 是 自 反 的 ， 证 明和 ”是 自 反 的 . 
4 。 证 明 Banach 空 间 是 自 反 的 充 要 条 件 为 它 的 对 侦 空间 半 ” 是 自 
反 的 .( 提 示 ; 可 以 证 明 自 有 反 的 Bonach 空 间 的 闭 子 空 间 是 自 反 的 .可 丕 
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加 证 明 的 利用 这 一 结果 ， 
5。 证 明 ， 在 引 理 4 ,5-7 的 假设 下 ， 蕊 上 存在 一 有 界线 性 泛 国 办 
使 得 ， 


[= 号， 对 于 所 有 y 儿 并 有 8(y) = 0, 有 (x0) =1 


6. 证 明 ， 赋 范 空间 XX 的 不 同 的 闲 子 空间 了!1 和 了 ,有 不 同 的 芍 化 
子 (参看 32 ,8 习题 19) 

7， 设 了 上 是 冉 范 空间 七 的 一 闭 子 空 间 ， 若 对 于 在 了 上 处 处 为 零 的 
每 个 /€ 人 XX" ， 在 整个 区 上 也 处 处 为 零 . 试 证 明了 = 扎 

8, 设 如 是 赋 范 空间 革 的 任意 子 集 ,证 明 ,xo€E XX 为 4 = Span 肝 
的 一 个 元 素 其 充 要 条 件 是 ， 对 于 使 得 fw = 0 的 每 个 { € X* ，f (x%0) 
一 0 

9. 《完全 集 ) 证 明 赋 范 空间 六 的 一 子 集 加 在 区 中 是 完全 的 ， 其 
充 要 条 件 是 ， 在 MM 上 处 处 为 零 的 每 个 EX" ， 在 上 也 处 处 为 竺 ， 

10. 证 明 ， 若 赋 范 空间 了 有 一 包含 % 个 元 素 的 线性 无 关子 集 ， 则 
对 侦 空 间 关 ”也 有 这 样 的 集 ， 


$4.6 范畴 定理 、 一 致 有 界 性 定理 


由 S. Banach 和 日 , Steinh aus (1927 年 ) 给 出 的 一 至 有 
界 性 定理 是 很 重要 的 .事实 上 分 析 中 很 多 结果 依赖 于 此 定理 . 
一 致 有 界 性 定理 常 被 认为 典范 空间 中 泛 轩 分析 的 四 基石 
之 一 ， 其 他 三 个 是 ，Hahn-Banach 定 理 (84.2、84.3) 、 
开 上 映 象 定理 (84.11) 、 闭 图 象 定理 ,在 这 四 个 定理 中 除去 
Hahn-Banach 定 理 都 要 用 到 完备 性 ， 它 们 确实 表征 了 Ban- 
ach 空间 最 重要 的 特性 ， 这 些 在 一 般 的 冉 范 空间 是 不 具备 的 ， 

值得 注意 的 是 ， 这 三 个 定理 均 从 共同 出 处 一 一 Baire 范 
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用 ， 从 而 在 很 多 证 明 中 均 得 到 引用 . 

关于 Baire 定 理 4,6-2 所 需要 的 概念 在 定义 4,6-1 中 给 出 . 
每 个 概念 有 两 个 名 称 ， 一 个 是 新 的 ， 旧 的 在 括号 里 给 出 ,这 
完全 出 于 不 同 的 数学 用 途 . 

4.6-1 定义 (范畴 ) . 妈 人 是 度量 空间 大 的 子 集 ， 

(a) 车 克 的 闲 包 内 设 有 内 点 (参看 江 .3) ， 则 称 以 在 
式 中 是 稀 蓝 的 〈 或 无 处 稠密 的) 

(5) ”车 几 是 了 中 可 数 个 稀 玻 集 的 并 ， 则 称 M 是 半 中 的 
将 集 〈 或 第 一 范畴 集 〉 . 

(c) “ 著 M 不 是 X 中 的 将 集 , 则 称 人 MM 是 基 中 的 非 罕 集 (或 
第 二 范畴 集 ) ， 

4.6-2 Baire 范 畴 定理 (完备 的 度量 空间 ) .如果 度量 
空间 怀 头 好 是 完备 的 ， 则 它 在 自身 中 是 非 将 的 ， 

因此 ， 和 者 夭 尖 绿 是 完备 的 ， 且 

X=U 4, (A, 是 闭 集 ) (1) 


则 至 少 有 一 个 A4;， 包 含 一 个 非 空 的 开 子 集 . 
证 明 证 区 思路 是 简单 的 ， 假定 完备 的 度量 乍 间作 夫 好 
x / (1*) 
每 个 时 ;在 注 中 是 称 杖 的 .我 们 构造 一 Cauchy 序 列 (P,)， 其 
极限 (根据 完备 性 它 存在 ) 不 在 Mi 里 ， 因 此 与 表达 式 (1*) 

矛盾. 

由 假设 ，M 在 X 中 是 稀 瑟 的， 根据 定义 ， Mi 不 包含 非 
空 开 子 集 .但 六 包含 非 空 开 子 集 ( 例 如， 福 自 身 ) .这 冀 祷 
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太 上 X， 因 此 ji 的 余 集 季 = 针 - 证 是 非 空 的 开 子 
集 ， 于 是 我 们 可 选 及， 中 一 点 Pi 和 以 为 中 心 的 球 


Bi= B(Pi, ei)C Mi e1< 光 


根据 假设 ，M: 在 关中 是 稀 牙 的 ,， M; 不 包含 一 非 空 开 子 集 ， 
因此 不 包含 开 球 (Pe1), 这 蕴涵 JI; 几 B (Pis 土 ei ) 是 
非 空 开 子 集 ， 于 是 在 这 个 集中 可 选 一 开 球 

B: = BP,, eC NM NB (Pi, 3e1) ere 


由 归纳 法 ， 我 们 可 得 一 球 列 . 
BB, = B(P,, es) ER< 2 
使 得 ，B, 由 M,= 名 ,是 ， 


B,CB(P,, zen )=B, R=1,2, 


因为 ，c; 二 2“， 则 球 心 的 序列 (CP) 是 柯 西 序列 ， 朋 收敛 ， 
即 P>PEX， (由 假设 XX 是 完备 的 ,又 ， 对 于 每 个 和 
n 汪 m1， 有 ， 


B.CB(P,, 了 en 小 因此 ， 
d (P,., P)<d(P,, P.) +d(P,, PDP) 


<3entd(Pss P)>3er On->co 时 ) 


故 对 于 每 个 m，PEB。， 因 为 B. 己 下。， 所 以 对 于 每 个 m， 
P4 M。， 因而，P¢ U Ms= X 这 与 PEX 了 矛盾 于 是 定 


理 得 证 . 

要 注意 Baire 定 理 的 道 一 般 是 不 正确 的 . N. Bourbaki 
(1955 年 ) 在 他 们 书 中 曾 举 过 一 个 在 自身 中 是 非 兰 的 非 完 备 
的 赋 范 空间 的 例子 . 

从 Baire 定 理 直 接 可 推 得 一 致 有 和 界 性 定理 , 该 定理 指出 ， 
若 卫 是 一 Banach 空 间 ， 且 算 子 序列 (T,)CB(X, 了 ) 在 每 一 
点 XE 是 有 界 的 ， 则 这 个 序列 是 一 致 有 界 的 . 即 逐 点 有 办 
副 池 一致 有 春 性 ， 

4.6-5 一 致 有 界 性 定理 . 设 (T,) 是 从 Banach 空间 XX 
到 赋 范 空间 了 中 的 有 界线 性 算 子 7 ,: X-> 了 的 序列 .并且 对 
于 每 个 xEX， |7T,xi〉 是 有 界 的 ， 即 ， : 

ix <C: (GO=1 2 (2) 
这 里 C ,是 一 实数 .， 则 范 数 序 列 〈| 上 7 ) 是 有 界 的 . 即 存在 
一 个 正 数 C， 使 得 ， 

Is<C n= 1，2) (3) 

证 明 ”对 于 每 个 REN. 设 4A, 己 XX 是 使 

上 ,xs<R ”对 于 所 有 nn 成 立 的 所 有 x 的 集合 . 现 


证 .4 是 闲 的 ， 对 于 任意 xE A;， 在 4 中 存在 一 序列 (x; ) 收 
钙 于 x， 对 于 每 个 固定 的 "， 有 ,x;l 志 &, 由 于 了 .是 连续 的 ， 
范 数 也 连续 (参看 82, 2 之 (7)) ,因此 得 ,x| 志 &， 即 x € 
A;， 有 /4 是 闭 的 ， 
由 (2) 对 于 每 个 x*EX， 一 定 属 于 某 个 4,;， 因此 ， 
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X=U 4 
因为 X 是 先 备 的 ， Baire 定 理 表 渭 某 个 4 , 必 含 一 开 球 即 ， 

Bo=B(xor) CA,. (4) 
设 xEX 是 任意 的 非 零 元 素 ， 令 ， 


(5) 


六 
2Z= Xot axXx, a 二 
2 |x| 


则 ， jz 一 xof 之 r， 故 2 EB,。， 由 (4) 和 A 的 定义 ， |T,zl 


志 ho (=1,2，)， 因 为 xo€ Bo 也 有 [T,Xxol 筷 ho (m= 1 2…) ， 
由 (5》 得 . 


X = 一 l (z — X0) 
对 于 所 有 的 #.， : 
| 人 x = IT, Cz — xo) | < 二 (上 7,z| + |T,xol) 


<4 |x|h 
Fr 


因此 ， 对 于 所 有 的 n， z 
_ 4 
r= sup 7,x < 和 
应 用 
4.6-4 多 项 式 空 间 . 多项式 的 全 体 构 成 的 赋 范 空间 XX， 


其 汇 数 定义 为 z 
[x| = max jc (6) 


(co cab …， 是 x 的 系数 ) ， 则 和 是 非 完 备 的 ， 
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证 明 .在 三 上 构造 一 个 满足 (2) 但 不 满足 (3) 的 有 究 线 
性 算 子 序列 .因此 ，X 不 可 能 是 完备 的 . 
我 们 可 将 次 数 为 入 ,的 多 项 式 x 友 0 表 成 


ti ( 当 j= NN: 时 ， a 大 01 j>NN, 时 . a, = 0) 


(对 于 x = 0， 一 般 讨 论 中 次 数 是 不 确定 的 ， 但 在 这 里 不 是 实 
质问 题 》 通 过 
7 .0= 了 (0)=0 7 .x= f, x) =Co+aQr+ +ae_1I(7) 
定义 的 泛 函 /的 序列 作为 六 上 的 算 子 耻 , 序 列 . 显然 ，f ,是 线 
性 的 . 由 (6) 有 lei 志 反 ， 从 而 ，1f; (2)| 志 nlxl ， 即 f 
是 有 界 的 ， 此外， 对 于 每 个 国定 的 YEX， 因 为 次 数 为 人 .的 
多 项 式 x 有 六 , +1 个 系数 ， 所 以 由 (7) 有 ， 
上 (xD) | <(N,+1) max la;| =C， 
即 序列 (1 (x)| ) 满 足 (2》.， 
现在 我 们 证 明 (f,) 不 满足 (3) 我 们 选 
x()=1t+tti+* + 
则 ”jxj =1， 且 


fo x)=1+1+ +1=n= nx 


因此 ，1f 中 之 《LL =n，。 大 (1f ,| ) 无 界 ， 


Lx | 
4.6-5 Fouriel 级 数 ， 周 期 为 2r 的 周期 图 数 x 的 F our~ 
fr 级 数 为 


Qot+ 3 (ancosmt + bs sinmt) (8) 
mv | 


这 里 x 的 倩 里 叶 系 数 由 欧 拉 公交 给 出 
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星 


a = 1| xi) cosmtd?. 
开 


本 
b. -1| x (1) sinmtat 
To ) (9) 


级 数 (8) 甚至 在 x 的 不 连续 点 也 可 能 收 钙 (习题 15 给 出 
一 个 简单 的 例子 ), 这 表明 连续 性 关于 收敛 性 并 非 是 必要 的 . 
泊 令 人 感到 意外 的 是 连续 性 也 不 是 充分 的 . 利用 一 致 有 界 性 
定理 ， 我 们 可 以 证 明 下 述 结论 . 

存在 实 值 连续 函数 ， 其 Eou rier 级 数 在 给 定 点 to 发散， 

证 明 。 设 X 是 周期 为 2r 的 实 值 连 续 函 数 的 全 体 构成 的 赋 
范 空间 ， 其 范 数 定义 为 

lx = max lx (| (10) 

由 1,5-5 知 六 是 Banach 空 间 ， 邻 f,(x) 是 x 的 ourier 级 数 前 
n 项 的 部 分 和 在 1 = 0 处 的 值 . 
RN, 


f, (xX) = :| ‘x+ 3 cosmt|at, 
为 求 出 积分 号 下 和 所 确定 的 函数 ， 我 们 计算 ， 


1 n 
2sin ~- 51 cosmt 
1 m 表 
a" 1 
= | 2sin so icosmt 
m= } 


内 1 1 
= | -sin(m-)!+ sin ( m+ 世 ) 
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1 
a 一 sin 1 + sin ( 十 到) 
出 号 得 ， 


| ] 
四 Sin (n+ 3)t 
1+22>1 cosmi= ———— 
机 = 和 


sinit 
2 
于 是 f(x) 可 写成 如 下 形式 ， 


2 x 
f=) Dg Dd (11) 


i 十 a) 
sin (7 人 


sin -= 上 
2 


qn (1) = 
我 们 证 明 线 性 泛 冰 .是 有 和 寞 的 ,事实 上 ， 由 《10》〉》 和 (11) 
有 ， 


(fC%)) max 01 lq (Dl dt 


2 x 
a io Ct)! dt. 


在 范 数 为 1 的 所 有 x 上 取 上 确 界 ， 得 ， 
Nf < 训 | lq (1)1 at. 


实际 上 ， 等 号 成 立 ， 我 们 将 证 明 这 点 ， 为 此， 将 | gui) 中 
成 如 下 形式 


7 


ls (1t)| = y(t) gq (Tt 
1 getf) 之 0 


过时， "Dt qa(t)<0 


2 ( 间 是 不 连续 的 . 但 是 ， 对 于 任 关 给 定 的 e 这 0， 可 变更 函数 
为 1 的 连续 函数 x(1)， 使 得 对 于 这 个 x， 有 ， 


1 2 1 
天 | [x(t) -y(t) g(a < 


将 此 式 写成 两 个 积分 并 利用 (11) 得 ， 


1 
2n 


| wa dat-| yg Ca 
= fC) ~ 3 | lq. (| di <e 
因为 之 0 是 任意 的 ， 且 xl = 1。 于 是 证 得 . 
|f ol = | lq. CD) dt. (2) 
最 后 ， 证 明 序列 (外 ,| ) 是 无 界 的 .将 (11) 中 的 g, 代 入 (12)， 


对 于 1€ (0，2x]， sin 卫 | <3t. 


S(n+ 2) =v， 得 ， 


41¢ 


| |sinv| J 
———dvy 


Xx, U 
1 2" [Chti)x |sin7 

= 一 | lsinvl dy 
Nim=0 JAs v 


] 2 1 (RR+1)}x 
> 元 忆 mr | lsinv| dv 


舟 不 


这 是 因为 调和 级 数 发 散 . 因此 ，(|f.| ) 是 无 界 的 . 故 (3) 不 
成 立 。 由 于 X 是 千 备 的 ， 这 理 涵 (2) 不 是 对 所 有 x 都 成 立 ， 即 
必 有 一 个 XE 对， 使 得 ( |f,(x)| ) 无 界 。 但 由 f :的 定义 ， 这 意 
际 着 x 的 Hourier 级 数 在 t= 0 处 发 散 ， 
习 题 4.6 
1。 所 有 有 理 数 的 集合 
(a》 在 KR 中 
(65) 在 日 身 中 
都 属于 什么 范畴 〈 采 用 通 稼 的 度量 ) 
%。 所 有 整数 的 集合 ， 
. 《43》 在 尼 中 
(5》 在 自身 中 〈 取 天 中 的 度量 ) 
都 属于 哪个 范畴 ? 
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S。 求 出 离散 度量 乍 间 抢 中 的 所 有 稀 跑 集 〈 参 看 1.1-2 中 的 例 5) 

4。 求 站 "中 一 个 将 稠密 子 集 ， 

5. 证 明度 量 空 间 X 的 一 子 集 ML 在 XX 中 是 稀 政 的 当 且 仅 当 (CM)' 在 
省 中 是 舟 密 的 ， 

6， 证明 完备 度量 空间 六 的 关子 集 村 的 余 集 必 : 是非 涛 的 ， 

7，【( 北 鸣 ) 设 卫 是 -Banach 空 间 ,， 了 是 一 赋 范 空间 ， 
T,EBCOX, VY) n=1, 2', 且 supi Tt= + 证 明 在 在 


一 x0 往 拓 ， 使 得 supl7 ,xol = 十 co 《点 x0 通 常 称 为 共 上 鸭 点 ) 


8， 证 明 在 定理 1.6-3 中 ， 尖 的 完备 性 是 必 不 可 少 的 .( 考 虚 子 空 
间 关 C1"， 久 是 由 对 于 j 之 /EN ,5; = 0 的 x=(&;) 组 成 的 , 这 里 J 
依赖 于 x .并 通过 7 了 ,x 二 f(x)=n6, 定 义 7。) 

9, 设 7 ，=S，， 其 中 算 子 S:1?>/? 定 义 为 z 

(的 一 个 界 ， 并 求 
出 HimfT .xh, Tl, HimlT rl. 


10,。 (Co 空间 ) 设 yY= (9;)，7; CC、 对 于 每 个 X= (8;)E€Co, 级 
数 £;7; 均 收 人 证 .这 里 Co 性 1* 是 所 有 收敛 于 0 的 复数 列 的 子 空间 .证 明 
217;| 之 0 《利用 4 ,6-3). 

11, 设 儿 是 一 Banach 空 间 , 了 是 一 赋 范 空间 ， 且 7 ,€ BCX ,了 ) 
对 于 每 个 xE€ 匀 ，(T nx)》 均 是 Y 中 的 Cauchy 序 列 , 证 明 (7.1) 是 


有 界 的 ， 
12 。 如 果 习 题 11 中 的 了 是 完备 的 . 证 明 ，7 x 了 了 x. 这 里 
TEB (XA, Y ), 


13 。 如 果 Banach 空 间 邓 中 的 序列 (xr) ， 对 于 所 有 /€24， 
(f (xn)) 是 有 界 和 的， 证 明 (lxnl ) 是 有 界 的 ， 

14 .如果 半 和 了 是 Banach 空 间 ,，T,€ B(X,Y)》 ,n=1,， 2,"， 
证 明 以 下 命题 是 等 价 的 ， 

(6G》 (4 直 》 是 有 秀 的 ， 


ZT1 


TT WE a = 


(6) 对 于 每 个 xE 针 ，(7. ;xi ) 是 有 界 和 的 ， 

(c) 对 于 所 有 xE 这 和 所 有 gEY“*，(|g(T，x)|) 是 有 界 的 ， 

15。 为 了 验证 一 个 函数 x(1) 前 Fourier 级 数 其 至 在 不 连续 点 也 可 
能 收 全 . 试 求 出 


XX = 
] CR Hx(i+2r)= x(t) 


的 Fourier 级 数 ， (请 看 图 27) 


图 27 习题 15 由 的 Fourier 级 数 前 二 项 S11、Si、S3 


34.7 强 收 敛 与 能 收 伍 


我 们 知道 在 微 积 分 中 ， 定 义 了 不 同类 型 的 收 义 性 〈 通 靖 
收敛 、 条 件 收敛 、 绝 对 收敛 以 及 一 致 收敛 ) .这 使 序列 和 级 
数 的 理论 及 应 用 具有 和 较 大 的 灵活 性 ， 在 泛 消 分 析 中 情况 与 此 
类 似 ， 芯 至 内 容 更 直 富 。 本 闻 主 要 讨论 “ 弱 收 化 ”， 这 是 一 
个 基本 概念 ， 是 前 太一 致 有 界 性 定理 重 楼 应 用 之 一 . 

在 $2.2 定义 的 典范 空间 中 元 素 序 列 的 收 化 ， 现 在 称 
做 强 收 钱 ， 以 区 别 下 面 介 绍 的 “《“ 弱 收 化”. 

4.7-1 定义 ( 强 收 敛 ) 赋 范 空间 和 中 的 序列 (xu) . 称 为 
强 收 敛 的 (或 依 范 数 收 敛 ) 。 如 果 存 在 一 x*€ 关 使得 ， 
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limjx,-x=o 


毅 一 中 


记 作 ，limx。=xy 或 X, 一 Xx， 


Xx 称 做 (Xx,) 的 强 极 限 ， 或 称 (x,) 强 收敛 于 %、 
4.7-2 定义 〈 弱 收效 ) ， 赋 范 空间 X 中 的 序列 (x。) 称 
为 器 收敛 的 ， 如 果 存 在 一 XE 对， 使 得 对 于 每 个 FE +， 
limf (xs) = f(x) 


记 作 ，x, 一 >x 或 x 一 >x 
x 称 做 (x,) 的 弱 极 限 ， 称 (x，) 弱 收 和 敛 于 x. 
从 定义 中 知 ， 弱 收敛 意 味 着 对 于 每 个 FEX*， 数列 av = 


fx;) 均 收 钱 ， 
最 收 八 在 整个 分 析 中 有 各 种 应 用 ， 为 此 我 们 必须 了解 其 
基本 性 质 。 


4.7-35 5 引 理 (能 收效 ) . 设 (x.) 是 赋 范 空间 扩 中 一 弱 
收敛 序列 ， 即 ，x。 一 >x， 则 ， 

(a) 〈x。) 的 蜀 极 限 x* 是 唯一 的 . 

(5) 《xs) 的 每 个 子 序 列 弱 收 丝 于 x， 

(c) 序列 (|x.|) 是 有 界 的 . 

证 明 ，(g) , 设 x,- 了 >X， 同 了 时, x, 一 >y》， 则 , f(x.) 一 > 
f(x)， 且 f(x,) 一 >f(y)。 因 为 (f(x,)) 是 一 数列 .其 极限 
是 唯一 的 。 因 此 f(x) = f(y)， 即 对 于 每 个 EX*， 有 

f(x) -f(y)=f(x-y)=0. 
根据 推论 4,3-4， 这 强 浪 x 一 y= 4， 从 而 证 明了 吕 极 限 是 瞧 
一 的 ， 
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(5) ”由 于 (f(x,) ) 是 一 收 伊 的 数列 ， 因 此 ，(F(x。)) 
的 每 个 子 序列 收敛 且 均 收敛 于 /(*). 
(c) 因为 (f(x,) ) 是 一 收敛 的 数列 ， 所 以 它 是 有 界 


的 ， 即 对 于 所 有 的 ex | <cy 这 里 C /是 依赖 于 7 而 
不 依赖 于 n 的 篆 数 ， 利 用 标准 映射 /: 一 X**(§4,5)， 通 
过 站 

ga (f)= f(x.,) fEX* 
定义 gn CX** 则 池 于 所 有 的， 


[gf) = fx) <CO!I 


即 对 于 每 个 EX*， 序 列 ( |g, (了 ) | ) 是 有 界 的 ， 因 为 X* 是 
完备 的 (根据 定理 2. 8 - 13) ， 利 用 一 致 有 界 性 定理 4. 6- 3， 
得 ( jg ) 是 有 界 的 ， 由 4.5-1、jg, = lz 小， 因此 (c) 得 证 . 


”读者 也 许 感到 奇怪 ， 为 什么 弱 收 和 敛 性 在 微 积分 中 不 起 作 
用 ? 理由 很 简单 ， 因 为 在 有 穷 维 赋 范 空间 中 ， 强 收敛 和 弱 收 
敏之 间 的 区 别 完全 消失 . 让 我 们 来 证 明 这 个 事实 并 说 明 用 
4 强 ” 和 “ 弱 ” 术 语 的 理由 。 

4.7-4 定理 〈 强 收 你 和 弱 收 敛 ) 。 必 (xx ) 是 赋 范 纪 则 
水 中 一 序列 ， 则 ， 

(a)” 强 收敛 葵 涵 具有 同一 极限 的 弱 收 合 ， 

(b) (0) 的 道 一 般 不 真 . 

(c) 如 果 dimX<c， 则 弱 收 和 敛 昔 洱 强 收敛 

证 明 ，(0) 根 据 定义 ，x.>x， 意 即 |x -x,| -> 0 这 草 浮 
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对 于 每 个 € 六 *， 
fx) = F000) = |f (xs = x) |<Hh lx, -x -70 
(b) ”从 Hilbert 空 间 中 标准 直 交 序列 (e,) 可 证 实 这 一 
点 ， 事实 上 ， 每 个 EH* 有 一 个 Riesz 表 示 1(x) = 《<x，2>， 


于 是 ff(e,) =《ez>， 由 essel 不 等 式 (参看 § 3. 4 公式 (2) ) 
有 ， 


2 
< lzl? 


3 《En yy 2 
刀 一 | 
因此 ， 左 边 的 级 数 收 级， 这 弘 性 ， 当 n->co 时 
f(e.)= e222—>0 
由 f EH* 是 任意 的 ， 故 ，e, 一 >0， 但 是 ， 
[en ~ Cn) ?= <en~ery en 一 er>= 2 (m 关 hn) 所 以 
(e,) 不 是 强 收 缴 . 
(c) 假设 x， 一 >X， 日 dim 和 =R， 令 ， 
{el， ef} 是 兴 的 任意 一 个 基 ， 于 是 ， 
# x, = Qa el tes +a"’e, 
吕 二 CiC1 十 + Gres 对 于 每 个 了 EX*, 根据 假设 ， f(x.) -> 
~ f(x), 特别 取出 
filei)= 1, fj;(en)=0 (mm 大 了) 
定义 的 和 fi; 了 ;。，} 是 Le,…,e;} 的 对 偶 基 ,参看 3 2,8)、 于 
日 
ARE 》 
广 (X，) = Ci)， f;(x) 二 这 
疡 (xu )-> 记 (0) 妈 ci->2i。， 因 此 ， 


《818 


lx, -= 1 3 Ca a) el 


, 
< > ci -al lejyl -> 0 (n—>o0° 时 ). 
) 到 1 


故 得 (x;) 强 收 化 于 Xx. 
注意 ， 也 存在 无 穷 维 空间 ， 强 收敛 和 弱 收 敛 是 等 价 概 
念 . 例如， 就 是 这 样 的 空间 .这 已 由 I Schur(1921) 证 明 . 
骤 后， 我们 考察 两 个 特别 重要 空间 中 的 能 收敛 性 
4.7-5 _ Hilbert 宝 间 ， 在 Hitbert 空 间 中 ， x。 包 >x 当 


日 仅 当 对 于 空间 中 的 所 有 z，<x，,2> 一 《xX,2>， 
证 明 . 根据 定理 3,5-1， 这 是 显然 的 ， z 
4.7-6 ?空间 ,在 I? 空间 中 ,这 里 1 之 Dp 之 20，X， yx 

当 上 且 仪 当 . 

CA) ”序列 (|x,l) 是 有 界 的 . 
(B83) ”对 于 每 个 固定 的 j， 有 5;'”->5; (n 习 co 时 )， 这 

里 ，x, = (8671) ,， x= (6; )， 
证明 . 1? 的 对 偶 空 间 是 1. 《参看 2.8 -16)， 六 的 一 个 

chauder 基 是 (e,)，e.= (6,;)， 即 e, 以 第 n 项 是 1， 其余 各 

项 全 是 零 ，Span (e,) 在 1 中 黎 密 ， 所 以 从 下 面 引 理 中 此 结 

论 可 了 并 即 得 证 ， 

4.7-7 引 理 〈 弱 收敛 ) . 在 赋 范 至 间 下 中 ，x -一 >x 

当 且 仅 当 ， | 


(4) 序列 ( xal ) 是 有 界 的 . 


(B) ”对 于 一 个 完全 子 集 MCX* 的 每 个 元 过 1f， 有 
f(x.) —>f (x%)., 
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芷 明 ,车 xussyx， 则 显然 (8) 成 立 ，(4 从 引 理 4.7-3 
可 得 证 . 

反 过 来 ,假定 (4) 和 (8B) 成立, 让 我 们 沽 虑 任意 f EX*， 
证 明 f (x,) 一 >f (x) ， 


由 (4) 知 ， 必 存在 一 个 足够 大 的 数 C， 使 得 对 于 所 有 的 
1， lz 站 <0, 且 ， lx| <. 因为 邓 是 和 < 中 的 完全 集 ， 对 于 
每 个 /EXX*，SpanM 中 在 在 一 序列 (f,)， 使 得 f ,一 J， 因 
此 ， 对 于 任意 给 定 的 e> 0， 我 们 可 找 一 个 j， 使 ， 


上 -用 < -a 
由 于 六 ESpanM， 从 (B) 知 ， 存 在 一 个 NN， 当 n>> 和 NN 内， 
fi x) 一 了 (2 < 


利用 三 角 不 等 式 及 这 两 个 不 等 式 ， 对 于 nn 之 NN， 
fx) -| (| <|f x) 一 上 (x0) | + fi (X14) 


— f; (%) ] + fi co ~ 0%) | 


<If-fil lx,) + + If; -711 x 


2 2 2 
-一 ~ 一 一 十 一 一 -CC= Ee, 
< 3 35 


因为 FE 8* 是 任意 的 ， 从 而 证 明了 序列 (x.) 弱 收 伍 于 x， 


2» 


习 题 4.7 
1 .《 逐 点 收敛 ) 如 果 x,ECta, pg]， 且 xn， ” xECCLa, 6b})， 证 明 
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(x ") 在 (a, 5 上 是 逐 点 收敛 的 。 即 对 每 个 !E Ca, 6b)， (xb) ) 政 
纹 ， 

2。 设 失 和 了 是 赋 范 空间 ，7 EDB(X4，Y)，(xo) 是 和 中 一 序 
列 , 蔡 x。 一 >>xo, 证 明 T xs 一 > 了 x 

3， 如 果 (x,) 和 (ys) 是 一 赋 范 空间 中 的 序 列 。 证明 *, 一 六 


%， y， 一 > y 区 泣 x， 十 ys 一 >x+ 和 axw 一 ->oux, 这 里 是 任 次 
数 ， 


4 ， 在 赋 范 空间 关中 ,如 果 x ,一 >xo, 证 明 xo€ 了 ， 这 里 Y 
=5pan (x,) . 《利用 引 理 4.5-7》 


5。 如 果 (x,) 是 赋 范 空间 义 中 的 弱 收 化 序列 , 即 x ,一 >xo 。 证 
明 在 在 一 个 由 (x) 的 元 素 的 线性 组 合 构 成 的 序列 (ya)》 强 收敛 于 
X00.， 

6。 证 明 ， 一 个 赋 范 空间 二 的 任意 闭 子 空间 上， 包含 由 它 的 元 迷 
组 成 的 所 有 弦 收 敛 序 列 的 极 根 、 

7. 《器 Cauchy 序 列 ) 在 实 的 或 复 的 赋 范 空间 半 中 的 弱 Cauchy 
序列 ， 是 指针 中 的 序列 《x，〉，、 对 于 每 个 {人 € 义 *， 序 列 Cf(xn)) 是 
中 或 C 中 的 Cauchy 序 列 ,《 注 意 ， limf (xs) 存 在 ) 证明 弱 Cauchy 


序列 是 有 界 的 . 

8。 设 4 是 回 范 空间 下 中 一 子 集 , 如 果 A 的 每 个 非 空 子 集 均 包 含 ~ 
个 弱 柯 西 序列 ， 证 明 4 是 有 和 界 的 ， 

9。《〈 弱 完备 性 ) 如 果 赋 范 空 间 拓 中 的 每 个 弱 Cauchy 序 列 在 拉 中 
是 弱 收 敛 的 ， 则 称 汪 是 弱 完 备 的 ,证明 车 半 是 自 反 的 ， 则 是 弱 完 备 
的 。 


$4.8 算 子 序列 和 泛 函 序列 的 收敛 
前 节 介 绍 的 赋 范 空间 中 元 素 序列 的 强 收敛 和 弱 收 敛 概念 
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是 很 有 用 的 ,而 算 子 序列 {T,} cB(X,Y) 三 种 类 型 的 收敛 性 
无 论 在 实际 或 理论 上 都 是 有 价值 的 ， 
4.8-1 定义 ( 算 子 序列 的 收敛 ;， 设 和 Y 是 赋 范 空间 ， 
算 子 T.€B(X， 了 Y) 的 序列 ( 工 ,) 称 做 ， 
(1) 一 致 收敛 ， 如 果 (T,) 在 3B(X， y) 上 依 范 数 收 全 
(2)” 强 收敛 ， 如 果 对 于 每 个 x<EXX, (Ts x) 在 了 中 强 收 
伍 ， 
(3) 能 收 误 .如果 对 于 每 个 x EAX， (7T.x) 在 了 中 弱 收 
缴 . 
将 上 述 表 为 公式 形式 ， 即 ， 存 在 一 个 算 子 7 : AX->Y, 使 
得 ， : 
(1) TT,-7TIi—0 
(2) ”对 于 所 有 XxX EX, IT ,x -了 了 xi 一 0., 
(3) ”对 于 所 有 x EX 和 所 有 f EY*， 
f(T ,x) -Tx) —0, 
个 分 别称 为 (TT,) 的 一 致 ( 算 子 ) 收 鳅 极限 、 强 ( 算 子 ) 收 钱 极 
限 。 芭 ( 算 子 ) 收 敛 极限 . 
不 难 证 明 . 
(1) = (2) —> (3). 
(极限 是 相同 的 ) .但 其 逆 命 题 一 般 不 真 , 这 可 从 下 面 例题 中 看 
出 . 
4.8-2 (1 空间 ) 在 1 空间 中 , 考虑 序列 (TT,), 这 里 了。: 
1 2 一 > 定义 为 E z 
,x= (0, 0 "0, Sn+1 点 wy + »"**) 


Mt 
0 个 雪 
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X= (5pbeo… ) ED?, 算 子 T, 是 线性 有 界 的 .显然 ，T ,x~ 
0 = 0x; 即 T, 强 收敛 于 0, 但 |, -0 = 要 ,=1 所 以 (7.) 不 
是 一 致 收 伐 的 . 
4.8-3 (空间 ) 在 ?空间 上 ， 考 虑 由 
Tx = (0,0, + 0, E19 62, E39 ***) 


1 个 零 
定义 的 算 子 ,2 一 的 序列 ( 荆 ,) ,这 里 ， 
X= (5&1 529 ) ER. 算 子 7, 是 线性 有 界 的 . 我 们 来 证 (7,) 
是 弱 收 令 于 0， 但 不 是 强 收 化. 
/上 每 个 有 界线 性 泛 图 /有 一 个 3.5-1 中 的 Riesz 表 示 ， 

即 由 3.1-5 有 ， 

f(%) =《Xy 2> = bp3 EE 
这 里 ，z = (56;) EB, 利 用工 ,的 定义 得 ， 

f (Tx) =<T,x;2> = 克 EE 


根据 1.2-2 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
If (TX) = | 《7 .Xx, 2>| 2 
< 习习 El? 
当 n->co 有 时 , 右边 趋 于 0. 于 是 F(7.x) ->0= 70x)， 因 此 ,， (了 
契 鸡 收 狂 于 0 . 
但 对 于 x =(〈1， 0， 0 )， 有 ， 
IT.xX-— Tx) =V1?+t1l?=V 2 (ma n) 
朵 (2 .) 不 是 强 收敛 的 ， 
线性 诈 函 是 线性 算 子 ,因此 (1)、(2) 和 (3) 对 线性 有 界 证 
223 


明 也 适用 .但 是 现在 的 (2 和 (3) 是 等 价 的 .其 理由 是 ,7 .x EY 
变 成 f(x) ER( 或 C), (2) 和 (3) 的 收敛 均 出 现在 有 穷 维 (一 
维 ) 空 间 R( 或 C) 中 ， 由 定理 4.7-4(c) 得 证 (2) 和 (3) 等 价 ， 
余下 的 两 个 概念 分 别称 做 强 收 敛 和 弱 * 收 人 鳅 ( 读 作 “ 弱 星 收 
钱 ”) 

4.8-4 定义 ( 泛 函 序列 的 强 收效 和 滋 * 收 和 敛 ) 设 (f ,) 是 典 
范 空 间 X 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 . 则 ， 

(a) 〈(f,) 强 收敛 ， 其 为 存在 一 f EX*， 使 得 ，1f ,一 反 
一 0. 记 作 

f .1. 

(5) (f ,) 弦 * 收 敛 ， 其 为 存在 一 1 EX*, 使 得 对 于 所 有 

XEX， f(x)->f(x). 记 作 


j ,一 > 上/ 


(a) 与 (b) 中 的 /分 别称 作 ( 廊 ) 的 强 收敛 极限 和 弱 * 牙 敛 极 限 . 

(fF) 的 弱 * 收 伍 比 其 弱 收 仿 要 “《 弱 ”. (六 ) 弱 收 丝 意 即 对 
于 所 有 9 EX**, g(f,) 一 >g(f). 由 $4.5 中 定义 的 标准 映射 
可 知 ， 罚 收敛 蕴涵 弱 * 收 敛 ( 参 看 习题 4)， z 

让 我 们 再 回 到 算 子 六 .EDB(X,7) 上 来 .考察 (1)， (2) 和 
(3) 中 极限 算 子 有 卫 : XX-> 了 的 性 质 ， 

若 (T,) 一 致 收敛 于 ， 则 TEB( 久 ,了 ),. 如 果 (T,) 强 收 
纹 、 或 弱 收 敛 于 17 保持 线性 .但 是 车 X 不 是 完备 的 ， 了 可 能 
是 无 界 的 ， 

例如 ， 设 是 ?中 只 含有 限 多 个 非 零 项 的 序 列 x = (6&1) 的 
全 体 . 取 关上 的 度量 . 则 么 是 不 完备 的 ,在 入 上 定义 有 界线 性 算 
子 了 .为 ， 
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TX= (E122, Ea 1E Eee) 
序列 (了 ,) 强 收敛 于 无 界线 性 筑 子 个， 人 定义 为 Tx= (7))， 
;= 16, 

如 坟 针 是 完 鱼 的 .上述 例子 中 所 述 情 况 就 不 会 发 生 .因为 
有 下 和 绚 引 理 ， 

4.8-5 3| 理 ( 强 算 子 收 伊 ) 没 7', EB(X,Y)， 这 里 X 是 
一 Banach 窄 此 | .了 是 一 赋 沁 空间 ， 妈 来) 是 强 ( 算 子 ) 政 鳅 
二 极限 算 子 7, 则 7 EB(X,Y 了 ). 

人 证明, 出 六 ;为 线性 直接 可 得 7 了 亦 为 线性 ,下 面 证 TT 是 有 界 
的 ,对 于 每 个 XEX，7T ,Xx->7 了 x, 改 对 于 每 个 x， 序 列 ( 人 六。x) 是 
有 界 的 ( 瑚 看 ?| 理 1.4-2) .由 广 是 完备 的 ， 根 据 一 致 有 界 性 定 
理 ,，( 人 7 ,| ) 是 有 界 的 ， 中 对 于 所 有 ". 由 所 C ,由 此 得 , 上 7, xl 
所 有 ,| |x| <<C lxi .这 蔓 |. 


判别 强 ( 算 子 ) 收 敛 的 一 个 有 用 准则 是 | 

4.8-6“ 定理 〈 强 算 子 收效 ) ， 设 和 和 7Y 均 是 Banach 空 
间 ， 算 子 .EDB(XY) 的 序列 (人 了.) 是 强 算 子 收 钱 的 充 要 条 
件 为 : 
了 是 有 界 的 . 

(B) 对 于 的 一 完全 子 集邮 中 的 每 个 x，(T,x) 是 了 里 的 
Cauchy 序 列 . 

证 明 车 对 于 每 个 xEX，7T,x->Tx， 则 (4) 由 一 致 有 
务 性 定理 可 得 出 《〈 因 为 X 是 完备 的 ) ，(8) 显然 成 立 ， 

反 过 来 ,假定 (A) 点 ;有 威 立 , 于 是 对 于 所 有 的 (7,| < 
C.， 考虑 任意 x EX， 证 明 (7 了 ,x) 在 Y 中 强 收敛 ,给 定 e 交 0， 
因为 >panM 在 文中 稠密 ， 歼 存在 一 个 yE€5SpanM， 使 得 ， 
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lx 
30 


由 (BB) 知 ，(7,yY) 是 Cauchy 序 烈 ， 因 此 存在 一 个 尺 ， 当 mn， 
: 9 LV 上 时， 有 


Ty -Ty < a : 


利用 这 两 个 不 等 式 及 三 角 不 牧 式 ， 对 于 mm 人 > 得 ， 
i T,X < IT ,x Tvl 十 | ,yy Ty 
+ 人 yy -7 .x 


< ix-y + +l Ie- 


因此，(7 ,x) 在 了 中 是 Cauchy 序 列 , 因 为 Y 是 完备 的 ，(7 ,Xx) 
信守 收 伐 出 二 xXCE 是 任 感 的 ， 于 是 (7) 强 ( 算 子 ) 收 
缴 性 得 证. 

4.8-7 推论 〈 活 函 ) ， Banach 空 间 总 上 的 有 界线 性 泛 
国 序 列 (f,) 到 怕人 钙 于 关上 一 有 界线 性 泛 黄 当 且 仪 当 : 

(4 序列 (ff ,1 ) 是 有 寞 的 . 

(B) 对 于 XX 的 一 完全 子 集 太 中 的 每 个 x，(f; (Xx) ) 是 Cau- 
chy 数 列 ， 

-这 个 推论 有 重要 的 应 用 ， 后面 我 们 将 计 论 其 中 的 两 个 . 


下 雹 4.8 
1, 证 明 -- 致 ( 算 子 ) 收 僵 7。> 了 ,7 ,€ BCX ,了 ) . 缆 池 具有 同一 
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极限 :的 强人 筑 子 收敛 ， 

2. 如 果 S。，T,EB(X, 了 ), 且 (SS,) 和 (了 了,) 分 别 强 算 子 收敛 予 
S 和 7 . 证 明 (S + 了 了 ) 强 〈 算 子 ) 收敛 于 极限 S 十 人. 

3. 证 明 B(CX,V》 中 的 强 ( 算 子 ) 收敛 慢 涵 上 其 有 同一 极限 的 罚 
( 算 子 ) 收敛 . 

4。 证 阴 台 收 修理 泗 弱 ”收敛 。 若 是 自 反 的 .其 道 亦 成 立 ， 

5. 强 ( 算 了 ) 政策 不 蕴涵 一 致 〈《 算 子 ) 收敛 , 通 过 下 例 验证 之 ， 
考 床 了 ,= /11-> 尺 ， 这 里 ，F s(x)= 54，X= (51). 

6. 设 T 了 ,CBOX,Y)， nn 二 1,2,…， 证 明了 了; ->7T 当 朋 仅 当 ， 对 于 
每 个 >0， 总 存在 一 个 六 《只 依赖 于 ， 使 得 对 于 所 有 "这 入 和 所 有 
范 数 为 1 的 xE€ 站， 有 

7nx -TxI|<e. 


7. 设 了 ,> 了 ， 这 里 7 了,E B(X,V)， 证明 对 于 每 个 :>0 和 每 个 
闭 球 民 文革 ， 存 在 一 个 N， 使 得 对 于 所 有 n>>N， 和 所 有 xE€K 久 ,有 ， 
(Tx 一 人 xx <e, 

8 ， 设 式 是 一 可 分 的 Banach 空 间 ，MCX， 是 一 有 界 集 .证 明 M 
的 每 个 序列 包含 一 个 弱 ” 收敛 于 和 "的 一 元 素 的 子 序 列 ， 


84.9 序列 可 和 性 的 应 用 
能 * 收 伍 在 发 散 序 列 《与 级 数 ) 的 理论 中 ， 有 着 重要 的 
应 用 ， 发 散 序列 在 通常 意义 下 没有 极限 . 我们 将 嵌 助 于 序列 
求 和 的 方法 给 予 某 些 发 散 序列 在 广义 下 的 一 个 “极限 ”， 
例如 ， 给 定 一 发 散 序 列 x = (5,)， 我 们 可 得 出 一 算术 平 
均值 序列 y = (7,)， 


mE he Lt, 
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人 一 lg, 二 + €。) 
并 


, 这 是 一 个 求 和 方法 的 例子 .如 果 y 收 敛 并 有 极限 7 (通常 意 义 
下 》， 我 们 就 称 x 按 上 还 方 法 是 可 和 的 ， 并 有 广义 极限 7. 
一 个 求 和 方法 佑 能 表示 成 
y= Ax. 
这 里 x = (6%)、y = (7,) 是 无 穷 列 问 量 ，A4 = (ae) 是 一 无 穷 
和 矩阵， (nm,&= 1,2,…)， 则 称 六 求 和 方法 为 算 隆 法 . 在 公式 
y= 4x 中 ， 利 用 矩阵 乘法 可 得 ， 


= PanE, 02 (DD) 
kh=i 


由 (1) 给 出 的 求 和 方法 简称 为 4- 方 法 . 因为 对 应 的 怎 阵 是 
A. 如果 (1) 中 的 级 数 都 收 人 鳅 ， 并 有 y= 40.) 在 通常 意义 下 
收敛 ， 其 极限 称 做 x 的 4- 极 限 ，x 称 为 4- 可 和 的 , 所 有 .4- 可 
和 序列 组 成 的 集合 称 做 4- 方 法 域 . 

如 采 4- | 而 且 每 个 这 样 序 色 
的 4- 极 限 锋 于 通常 极限 ， 

6 一 > 理光 | 
则 称 这 个 4 -方法 是 正则 的 《或 永久 的 ) 

4.9-1 Toeplitz 极 限定 理 (正则 可 和 方法 ) . 有 具有 第 
阵 有 所 = (a %) 的 4- 可 和 方法 是 正则 的 当 且 仪 当 


limash =0 对 于 k=1,2,， 《2) 
lim a,,=1 (3) 
Roo =i 

荆 la <r 对 于 ni (4) 
-1 
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这 里 fr 是 不 依赖 于 x 的 弟 狼 ， 

证 明 我 们 分 两 步 来 证 ， 

‘a) ” (2) 至 (4) 是 正则 性 的 必要 条 件 ， 

(bp) (2) 译 (4) 是 正则 性 的 充分 条 件 ， 

(ca) 假定 4- 方 法 是 正则 的 ， 设 x 是 第 项 为 1 而 其 余 各 
项 均 为 0 的 序列 ， 对 于 xs，(1) 中 的 7 ,= 04%， 因为 x*, 收 人 钱 于 
0 .这 就 证 明了 (2) 必 成 江 . 

另外 ，x= (1, 1,1,*…) 有 极限 1， 出 (1) 看 出 这 时 ,等 于 
(3) 中 的 级 数 ， 因 此 ， (3) 必 成 芯 ， 

我 们 来 证 (4) 是 正则 性 的 必要 条 件 ， 设 5 是 由 所 有 收敛 
序列 构成 的 Banach 空 间 ， 其 范 数 定义 为 ， 

Ix = SUP 全 | 

(参看 1,5-3) 

在 C 上 定义 线性 泛 国 六 为， 


frm (X) = a msn= 1， De (5) 
| 
由 于 ， 
fan Ssup 车工 lol =( ll) 


因此 ， 每 个 f .。 均 是 有 分 的 ， 
正则 性 蕴涵 着 对 于 所 有 xE€C (中 的 级 煞 收 令 ， 央 而 
Q) 在 C 上 定义 线性 泛 国 万 了 2,… 为 


0 =f。 (0 = 工 QE =1;2, (6) 
~ 1 
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从 (5) 项 到 ， 对 于 所 有 xEC， 当 mm 一 co 有时， 六 。 (XxX) -> 了 (x) 
这 是 弱 * 收 敛 ， 击 引 理 1.8-5( 六 = 六) 知 ， 太 ,是 有 界 的 ， 而 且 
对 于 所 有 xEC， (jx)) 收 伍 ， 根 据 推 论 4.8-7，( .|) 是 
有 界 的 ， 即 有 


上 sy 对 于 所 有 +， (7) 
对 于 任意 固定 的 mE N， 定 义 / 
Lam) [Gial /Qn EmHarsA0 


h 0 浴 中 之 或 Q& ,= 0 
则 有 xX, = (E44"*") CEC， 而 且 ， 若 x,n 冯 90， 有 xa 叫 =1， 车 
Xm= 0, 州 [Xn 一 0 . 另外 ， : 


fun(Xrn)= 之 Cl" = 之 ‘iQ sj , (对 于 所 有 m) 


因此 ， 
(4) . > Qn | = fn(Xrn) S|f .| 
(B) 忆 | < 8) 


这 就 证 明了 (4 ) 中 的 级 数 收敛 ， 并 且 从 (7 ) 证 得 (4 )， 
(p) 我们 证 明 (2 ) 至 (4) 是 正则 性 的 充分 条 件 ， 在 C 上 
定义 一 线性 泛 函 1 为 ， 


f(x) = 二 = limé, 
这 里 x= (6&4) EC， 由 
| fx) ] = 此 | < sup Bi = x) 
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知 f 是 有 界 的 ， 
设 MCC 是 “从 菜 项 开始 都 相等 ”的 序列 的 全 体 组 成 的 
集合 ， 即 YEHM，x= (6%)， 有 
ij = 6j4I = = =6 
依赖 于 x， 则 f(x) = 5， 在 (1) 和 (6) 中 得 ， 


J—1 oo 
7 。 = 了 (X) = 之 Cg 十 soars 
-1 -i 
一 1 oo 
一 2) Cp (Es, — 5) 十 世 人 Uh 
k=l1 h=1 


因此 由 (2) 和 (3)， 对 于 每 个 xE AM， 
7 = (X) 一 >0 +51=E= 三 (xX)， (9) 
下 面 证 M 在 C 中 稠密 ， 设 x= (&%) EC， 且 5&4,->&， 则 对 
于 每 个 :> 0 ， 存 在 一 个 W， 使 得 ， 
IE, -中 <<e 对 于 k& 宕 NN， 


于 是 . x = (619 "9 Sw=1 ,5 55) EN, 
多 一 x = (0 0) En 一 号 EN 一 睛 ) 


_ 且 ，[x-x 1 < 和 e、 因 为 xEC 是 任意 的 ， 所 以 证 得 M 在 C 中 笛 
密 ， | 
由 (4 ) 对 于 每 个 xEC 及 所 有 的 "， 有 


fn) < DB ll <r I 


因此 ，1f. <r， 即 (1f ,1 ) 是 有 界 的 . 另外 ，( 9 ) 表 明 对 


于 稠密 集训 中 的 所 有 x，f(x) 一 ->f(x)， 根据 推论 1,9-7 这 
纺 涵 fn 弱 * 收 钱 于 f. 这 束 证 明了 若 & = lim 5 存在 ， 则 得 7， 


一 上， 由 定义 ， 这 就 十 正 则 性 . 从 而 ， 定 理 得 证 . 
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站 题 4.9 
1 ,Cesaro 求 和 方法 ci 定义 成 


即 取 算 术 平 均值 , 求 出 相应 的 矩阵 4， 
2 .利用 习题 工 中 的 方法 C4 对 下 述 序列 ， 
si _1 .2_3_4.,..y 
(0 D0 16) 和 (1,0, 一， 一 证 一 76 一) 
求 其 7 ,的 极限 ， 
3 .在 习题 1 中， 以 (74) 的 项 疹 示 (1)， 求 出 (1) 使 得 (7n) = 
(1 mn) 。 
4 .利用 习题 8 的 公式 ， 求 出 一 个 不 是 C1 可 和 的 序列 《 即 n7 :没有 
极限 7) 


5 .H61der 求 和 方法 及 p 定 义 如 下 ， 恕 1 与 习题 1 中 的 C1 方法 相 
同 .方法 如 :是 连续 应 用 总 :两 次 ， 即 第 一 次 取 算 术 平 均 ， 然 后 再 对 平 
均值 取 算 术 平 均值 . 尽 ? 是 连续 应 用 互 (三 次 .如 p 是 达 续 应 用 bp 次 五 ， 
试 求 出 将 厅 ! 和 五 ;用 于 序列 
(1 -3,5, 一 7,9, 一 11."…) 之 后 所 得 的 序列 ， . 

6 . (级 数 ) 无 穷 级 数 叫 艇 4 - 可 和 的 ， 是 指 它 的 部 分 和 序列 是 -4 
~ 可 和 的 .该 序列 的 也 -极限 称 为 级 数 的 4 ~ 和 .证 明 级 数 1+42 +Z2T+ 
必 对 于 12Z1= 硅 ，Z 藉 1 是 Ci -可 和 的 ，Ci -和 是 1AI 一 2Z ， 

7 , 《Cesaro Ch 一 方法 ) 给 定 ( 舍 s)， 令 6)=E 上 且 ，ou 昌 = 
auCR-1) 十 OIC 一 1 十 we 十 Ia 一 1) (K>l.n = 0, 1 2…) 其 对 于 固 
定 的 K EN .我 们 有 ?0= cs] 9， 则 称 (4) 是 Ch 一 可 和 


的 ， 并 有 Cs -极限 7 ,证 明 o,( 外 可 用 8 寄 示 成 简单 的 形式 ， 


旺 由 一 
r= 间 十 名 一 二 ¥ 
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8 .级 数 的 芋 uler 变 换 为 ; 
二 (一 10， 变换 成 级 教员 和 514。 
这 里 ， 
dai=ai Sajy= LAr-la;y~- Ar-liajyy, 1=1, 2 
写 ( 一 1) i 是 为 方便 (aj 不 必 是 正 的 ) .可 以 证 明 这 个 方法 是 正则 的 . 
因此 给 定 级 数 的 收敛 性 草 泗 变换 后 级 数 的 收敛 性 ， 其 和 相同 ， 还 明 由 
这 个 方法 得 出 


{19 = i1i.i_ i,.1l1.1i [| 
2 3 4 5 7 _ 
1 1 1 1 
二 一 一 十 十 一 一 一 十 十 se 
1.21 2.22 3.23 4.24 


9 .证 明 用 习题 8 中 的 Euler 方 法 可 产生 下 列 级 数 ， 


7 一 rct 1=1-~- 工 + 工 _ 工 1 
人 5 7 


8 35 3.5.7 
可 .证 明 Euler 方 法 可 得 下 列 结 末 ， 


=- (Dr 1 /8 
= (3) 


47 9 1 


$4.10 数值 积分 和 弱 * 收 敛 
弱 *+ 收 敏 在 数值 积分 、 微 分 和 插值 等 方面 均 有 重要 应 
用 .本 节 我 们 考虑 数值 积分 ， 即 求 
[ x(t)adt 


的 近似 值 问题 ， 解决 这 个 问题 有 多 种 方法 ， 例如 ， 梯形 法 、 
233 


Sinpson 流 、 uwton-Cotes 和 Gauss 公 式 ， 

省 种 方法 的 共同 点 二 首先 在 fe,b] 内 选 结 点 ， 然 后 用 结 
所 的 xX 值 的 线性 组 合 来 表示 积分 的 近似 值 ， 而 结 点 和 线性 组 
会 的 系 儿 的 选取 只 依赖 于 方法 本 身 . : 

本 六 我 们 将 给 出 这 些 方法 的 一 般 结 构 ， 然 后 借助 于 泛 函 
分 析 来 学 虑 涯 结 点 数目 无 限 增加 峙 的 收敛 问题 . 

我 们 考虑 连 统 硝 数 ， 这 使 我 们 想起 1 = [cp 上 所 有 实 值 
连续 孙 数 诗 构 成 的 Barach 空 间 C[a, bj]， 共 范 数 定 义 为 


xz(0D)| 
企 C[a, 0 上 定义 一 线性 泛 国 了 为， 

f(x) = JxCDdt. (1) 
为 了 得 到 一 个 数值 积分 公式 ， 我 们 按 上 述 提 到 的 方法 进行 ， 
对 每 修正 整数 >， 我 们 选取 2 + 1 个 实数 使 得 . 

Ob  《 称 为 结 点 ) 〈2) 
然后 再 选取 n+ 1 个 实数 . 

Qo QL ee ne) ( 称 做 系数 ) 
并 在 CLa,5] 上 定义 线性 泛 函 ,为 ， 

f(x%) = 3 Cx (£14) 1 = 1 2 (3) 

-| z 

fxX) 是 jx 的 近似 值 ， 这 里 x 是 已 知 的 、 为 了 拷 出 积分 的 
数值 法 的 精确 度 ， 首 先 我 们 考虑 了 ,的 有 界 性 ， 
由 C [as6] 上 范 数 的 定义 ， |x) | << bl 


jxl = max 
tel 


多 


X (AL) | 


fa < 了 je 
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<{ 有 Ila") ) I z 
于 是 ， 


fl < 二 "| 
我 们 来 证 f ,的 泥 数 为 

f= 袜 
事实 上 沙 阁 我 们 取 x% ECLo,b]，]xi(1)| <1， 且 
! 当 &4 之 0 


-1 妆 o<0 


cue 


Xo (大 1) = sgnol’) = { 


显然 ， [x =1, 
六 (Xo) = DasgnaD = 区 [oa 
从 而 (5) 式 得 证 . 
4.10-1 定义 〈 收 敛 性 ) .如果 对 于 一 个 x€ Cra, D]， 
有 ， 
fr (XxX) -rf (x) (Nn— 0o) (6) 
这 里 f 是 由 (1) 定义 的 
则 称 数 值 积 分 法 (3) 关于 x 是 收敛 的 
另外 ， 由 于 多 项 式 的 积分 容易 精确 求 得 ， 自 然 提 出 下 列 
要 求 ， 
4. 10-2 要 求 ， 对 于 每 个 nm， 如果 x 是 次 数 不 超 过 n 的 多 
项 式 ， 则 存在 一 个 由 (3) 式 定 义 的 泛 函 f,， 使 得 
f(x) =f (x). ©) 
证 明 为 了 证 明 (7)， 首 先 定义 n+ 1 个 窜 孙 数 ， 
xolt) =1, zt)=t, oy, xat)=t". 
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对 于 "次 多 项 式 x( = 二 Bit7?， 由 于 / ,是 线性 的 ， 若 《7) 
成 立 ， 则 有 ， 

f(x)= EBifr(x1)= EBif (x1) = f(x) 
于 是 
f(x;)= f(x%;) 7 =0,1; 2 "1. (8) 
确定 f , 需 用 2n + 2 个 参数 ， 即 4 +1 个 结 点 和 nn +1 个 系数 ， 当 
我 们 选 定 n+ 1 个 结 点 1 之后， 让 我 们 来 证 明 这 些 系数 是 只 
一 确定 的 . 

在 (8) 式 中 ， 现 在 有 ，xi (tp ) = (2 7， 因 此 ，(8) 式 

变 成 

ay) | tdt= Hb’ 0) (9) 


这 里 ij = 0, 1,2,***, 1. 对 于 每 个 固定 的 x， 这 是 n + 1 个 未 知 量 
oo ), a4) 的 n +1 个 方程 的 非 齐 次 线性 方程 组 ， 其 系 数 行列 
式 门 是 一 个 71+1 阶 的 Vandermonde 行 列 式 ， 由 于 如 2 关 直 和 
(i 关 ))， 所 以 娓 关 0. 故 线性 方程 组 (9) 有 唯一 解 . 

4. 10-5 Polya 收 敛 定理 〈 数 值 积 分 ) .满足 4.10-2 的 
数值 积分 法 (3)， 对 于 所 有 xEC[a, 5 是 站 化 的 当 旦 仅 当 存 
在 一 个 数 C， 使 得 对 于 所 有 的 "有 

la <C， (10) 


证 明 由 Weierstrass 台 近 定 理 〈 证 明 在 下 面 ) 知 ， 有 所 
有 实 系数 多 项 式 集 矿 在 实 空间 C[a, 中 中 是 稠密 的 .对 于 每 
个 XEWV， 由 于 f 满足 (7)， 所 以 ，f, (x)->f(x)， 男 外 ， 由 
(5) (用 ,中 》 为 有 界 的 充分 必要 条 件 是 对 某 个 实数 C(10) 成 
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立 . 因为 对 于 所 有 x ECro bp]，/ (OO->Ax) 章 即 /一 人/ 


从 而 根据 推论 4. 8-7 该 定理 得 证 ， 
在 大 多 数 数 值 积 分 法 中 ， 系 数值 都 取 非 负数 .对 于 请 
四 4.10-2 中 要 求 的 广 ， 取 x=1， 有 


fa(1)= 忆 QtD= 于 ja 
-0 R=0 


=f(1) =| di=b-a. 


因此 ，(10) 式 成 并。 这 就 证 明了 下 面 定理 ， 

4.10-4 Steklov 定 理 (数值 积分 ) . 满足 4.10-2 并 有 
韭 负数 a 的 数值 积分 法 (3)， 对 于 每 个 连续 一 数 均 是 收敛 
的 . 

4. 10-5 ”Weierstrass 通 近 定 理 (多 项 式 ) . 实 系 数 多 
项 式 全 体 所 构成 之 集 WV 在 实 空间 CLa, 5 中 是 稠密 的 ， 

证 明 由 于 /= [a, 6b] 是 紧 的 ， 则 每 个 xECre,5] 在 
/= [a, 5] 上 是 一 致 连续 的 . 因此， 对 于 任 革 2 二 0， 存 在 一 个 
未 段 线 性 的 连续 函数 y， 使 得 ， 


max |x(f) - y(l)| < 二 . (12) 
ET 3 


我 们 先 假定 x(a) = x(b)，y(a) = y (65). 因为 y 是 逐 段 线性 的 
连续 函数 ， 于 是 利用 分 部 积分 可 以 证 明 它 的 fourier 系 数 是 
有 界 的 ， 即 存在 一 正 数 以， 使 得 ， lasl < 之 MM，, lan| 之 Mf/m’, 
bs 之 M/m:， 记 MM = 2x/b~-a， 从 而 关于 y 的 Fourier 级 数 
有 ， : 
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lao + » (a, coskmt + b, sinkmt)| 
m= 


<2M(1+ E S，、 3) = 2M(1+ -aa 下 ， (13) 


困 过 | 7h 
这 即 证 明了 级 数 在 /上 一 致 收敛 ， 由 于 ?是 违 续 的 ， 于 是 级 
数 的 得 为 y， 因 此 ， 对 十 充分 大 的 ,级 数 前 mn 项 部 分 和 S, (1) 
有 ， 
max |y(1)- Ss, (t)| < (14) 
:El 3 


S, 中 的 正弦 函数 和 余弦 乓 数 的 泰勒 级 数 也 在 了 上 一 致 收敛 ， 
所 以 ， 存 在 一 多 项 式 P (例如 ， 由 这 些 Taylor 级 数 适当 的 部 
分 和 得 到 的 ) 使得， 


max |S,( - P(t)| < 
1:€l 3 


由 此 不 等 式 和 (12)、(14) 式 以 及 
Ix(1) ~ PCO)F < |x) -yy(0)| + y(t) 
-ws (| + 人 (僵尸 (| 
有 ， 
max xf - P(1)| <e, (15) 


注 舍 ， 这 里 取 的 xEC[a, 0 满足 x(a) = X(D) 营 X(a) 头 X(D) 
令 w(t) =x(t) -r+(t -a)， 常 数 r 使 得 4 (a) = 4(b)。， 则 对 于 
存在 一 多 项 式 g 使 在 J 上 有 ，4(t) -gq(1)| 过 e. 取 p (1) = 
q(t) +r (ft 一 0) .于 是 ，x 一 p=&4-g, (15) 式 成 立 , 由 于 Ee 之 0 是 
任意 的 ， 从 而 证 明了 EW 在 CLa, 51 中 是 稠密 的 . 

这 个 定理 有 许多 其 他 的 证 明 ， 例 如 可 用 Bernstein 多 项 


238 


A CC[o,b]， (参看 定 光 桂 著 的 “Banach 空间 引 
入 
) 


司 题 4. 10 


1。 和 矩形 法 则 是 ( 见 图 28) 
pb 
| xcp ut 和 cxtt *) eet X(t) ) 
人 


、 .6b- 。 
六 里 ，h = 一， f*。=a+ (~ 二 )h， 这 个 公式 是 怎样 得 到 的 ? 
结 点 和 系数 是 什么 ? 


图 328 阜 形 法 则 图 29 ”梯形 法 则 
2。 梯形 法 则 是 ( 见 图 29) 
xpat= Arx hb-a 
三 一 < 7 
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或 f sata tsr tt st Et ) 


这 里 x = X(t%)，i4h 二 a+ 车 我 们 用 逐 段 线性 蚊 数 近似 x， 试 解 
释 这 个 公式 是 怎样 得 到 的 .。 : 
3。 Simpson 法 则 是 ( 见 图 30) ， 


| 
{ xx(1dtOxi dx tr) Ra 
1 3 和 


8 
或 | x{ftydt ~ 十 4X1 十 2Xy 十 es 十 和 rn 1 十 证) 


这 里 ?是 偶数 ，xk =x(t)，f 二 G+RR 试 证 明 上 面 公式 为 ， 对 
(to, tf2) 上 x (1), 由 过 fo, 1 fi 三 点 的 % 值 的 二 次 多 珊 式 来 近似 。 类 似 - 
在 (fa 14 等 区 间 上 也 这 样 作 ， 就 得 到 上 述 这 个 公式 


图 30 Sinpson 法 则 
4。 设 A (x) 二 /s(x) 一 er (Xx), 这 里 ,是 按 梯 形 法 则 得 到 的 近似 
值 .证 明 对 于 任意 2 次 达 续 可 微 函 数 x* 有 如 下 误差 界 ， 
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hem en (2) homz， 这 里 hr= 人 0- ，ms 和 ma* 是 xy 在 


ca, 6} 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 
5。Simpson 法 则 在 实际 中 应 用 很 广泛 ,为 了 比较 精 确认 .对 于 


积分 
I= | ed 


以 n= 10 分 别 用 梯形 法 则 和 Simpson 法 则 计算 1 并 将 所 得 数值 
0.746211 和 0 ,746825 与 精确 值 0 ,746824 比较 一 下 .下 面 附 玫 给 出 e 
的 各 过 似 值 . 
6 ,利用 习题 4 证 明 习 题 5 中 0 ,746211 的 误差 界 是 -0.001667 和 
40.000614， 因 此 ， 
0.745597< /< 大 1.747878， 
7 .3-8 法 则 定 ， 


1 2 一 人 
在 3h | 
| «(Dadt = (xo+3xs | 一 
fo 0 1.000000 
十 3YXoy 十 Xa) 0.1 0 ,990050 
这 里 (xk = x(f4)， fkp=a+tRh, 02 / 0.960789 
4 在 tto，t3) 上 用 一 个 三 次 多 项 式 近 似 | 一 一 一 一 一 一 


， 使 得 在 结 点 to、 11 、 fo、 13 处 的 多 | 人 


项 式 的 值 等 于 x 在 这 些 点 的 值 ,证 明 上 | 0 ee 
述 式 子 就 是 所 得 公式 ， 0 .5 和 和 .778801 
8 , 演 虑 积分 公式 0.6 0.697676 


0,.7 0 . 612626 


| 
| x dt=2hx(0O +r(x), | 0 
一 办 0 .3 


| 0.527292 
和 * ee pl ，， ,| | 一 一 - 
这 里 + 古 误 差 ， 假 证 和 入 cL h 0 9 | 0. 444858 
让) 即 x 在 /= [一 有) 上 连续 可 微 ; 证 明 | 一 一 一 一 | 一- 
i .0 0.307879 


这 时 误差 合计 为 一 一 
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ir(x) |Sh p(X) 
其 中 ， 


p(x%)=max xf) 
+t Ef 


证 明 p 是 这 些 函 数 的 向 量 空间 上 的 拟 范 级 (参看 8? .3 的 习题 10) 
9 .如 果 x 是 实 解析 国 数 .证明 下 式 成 芯 ， 


. 


一 2 
| x(tydt=2h | xfny+x” (0 J +x(t) ( 0) +e | 
i 31 51 
(16 ) 
车 对 积分 取 一 形 如 : pa Dx( -At+taoxCo+ax(p) 的 近似 芳 ， 


rr 


在 确定 系数 c-，，ao，ai 时 ， 使 尽 可 能 多 化 震 户 、A2… 与 (16) 中 一 致 ， 
证 明 这 样 就 得 到 了 Simpsoan 法 则 
， 
| «(dt trl-h) +4x(0) + Ch)) 
—h 
说 明 : 为 什么 十 述 结果 对 于 三 次 多 项 式 是 精确 农 壕 式 ， 
10 在 友 eierstrass 逼 近 定理 的 证 级 中， 我 们 用 到 了 逐 恨 线性 的 连 
和 函数 的 Fourier 系 数 的 界 ， 这 些 界 是 如 何 得 到 多 多? 


S4.11 开 映 旭 足 班 


我 们 已 介绍 了 Hahn-bB anach 定 理 和 一 致 有 界 性 定理 ， 
二 在 将 演 沁 第 三 个 定理 ， 划 开 上 映 象 定理 ， 这 将 涉及 开 映 铸 的 
4 11-1 定义 ( 开 上 映射 );， 设 XY 和 了 是 度量 空间 ,人 是 从 入 
内 到 Y 中 的 映射 ;如果 对 了 如 (TD)CX 中 约 第 个 开 集 其 象 是 Y 
中 的 一 个 开 集 ， 则 称 
TT 门 (人 ) 一世 为 开 映 身 ， 
注意 。 若 映射 不 是 注射， 下 面 两 个 开 映 射 是 有 区 别 的 ， 
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(c) 从 徙 义 域 到 了 中 的 开 有 映射 

(b) 从 定义 域 到 它 的 值 域 上 的 开 上 映射 . 
(p) 比 (aa) 鸭 ， 例如, 若 X CCY .和 到 了 中 的 映射 x |>x 是 开 上 映 
射 当 日 仅 当 针 是 了 的 一 个 开 子 集 . 

然而 ， 若 xX1>x 是 从 针 到 其 值 域 (人 上 的 映射, 则 在 
任何 情况 下 它 都 是 开 映 射 ， 

另外 ， 为 避免 与 玉 续 映射 混淆 ， 计 我 们 回忆 定理 1, 3-6， 
T:XX |> 了 为 连续 决 射 的 充 要 条 件 是 对 于 Y 中 的 每 个 开 子 集 
其 原 象 是 关中 一 个 开 集 ,这 不 强 涵 了 将 革 中 的 开 集 映 到 了 中 的 
开 集 上 ， 例 如 ， 按 二 一 sint 给 出 的 贞 射 R->R 是 连续 的 ,但 将 
(0、27z) 映 到 5 -1,1] 上 . 

为 证 明 开 映 象 定理 ， 我 们 首先 证 下 列 引 理 

4. ]1-2 39| 理 ( 开 单 位 球 ) 从 Banach 空 间 XX 到 Banach 空 
同 》Y 上 的 有 界线 性 算 子 具有 如 下 性 质 ， 开 单位 球 B,= 8B(9， 
1) 关 于 了 的 象 了 了 (Bo) 包含 一 个 中 心 在 UE 了 的 开 球 . 

证 明 . 分 以 下 三 步 来 证 . 


(a) 开 球 B1= B(0; !-) 的 象 的 闲 包 包 含 一 开 球 B*， 


(5) 7 了 7(B,) 包 含 一 个 中 心 在 9 EY 的 开 球 ， 这 里 , B，, = 


B(0; 27")CNX. 
(c)7T(Bo) 包 含 一 个 中 心 在 9E 了 的 开 球 ， 
详细 证 明 如 下 : 


(a) 对 子 集 4CX ,我 们 以 c4 (a 是 数量 ) 和 A+w (w 
< 有)， 分 别 半 示 下 列 珊 个 集合 . 
oA={xENXNIx=a a€ A} (] ) 
2 了 3 


A+w={xEX|Ix=a+w, a€EA}. / (2) 
考虑 开 球 B1= 5(0 序 )CX. 对 于 任意 固定 的 xE 大， 


有 充分 大 的 正 整数 RCR 之 21xl) 使 得 xERABi， 因此， 
X= UU kB! 
由 于 了 是 满 射 的 、 线 性 的 . 于 是 有 . 
Y =T (X) =T (URB) = UkT(B!) 
(9) 


根据 定理 4 6- 2 ， 存 在 一 个 三 (B81) 必 包 含 某 个 开 球 ， 这 北 
涵 T (B10) 也 包含 一 个 开 球 ， 即 ，B*=B(yoye) 必 7T(B1)， 从 
而 得 到 
B*- yo= BOyO)CT(B) - yo / (4) 
(b) 证 明 B* -yoCCT(Bo)， 这 里 Bo 是 定理 给 定 的 , 由 (4) 
只 须 证 明 
T (BD) -yoCT(CB) (5) 
设 yET(BD) -yo 则 ,y+ yo ET(BD) .还 已 知 yoE 


7 (3 ， 由 定理 1 4-7 (a). 存在 
ds 二 Tw, TT(B1)， 使 得 4,->y+ yo 
广 =7z,E7 (了 1) 使 得 一 yn 


因为 wz,E Bi, 且 ;的 半径 为 计 ， 得 ， 
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1 1 
lw ~ 2 | wl + jz < + = 1 


所 以 ， We 一 之 ， E Bo. 从 
TT(w,.—2,) =70.— Tz,=un— Vy, 


应 有 ,yyET(Bo) ,由 于 y E70B1) - yo 是 任意 的 ， 因 此 ，(5) 
式 得 证 . 由 (4) 从 而 有 . 


BbB*- y= B(O,e) CT(B,) : (6) 
令 B,=B(0;2-")CX， 因为 7 是 线性 的 ， 
7T(B.)= 2-"T(B,)， 由 (6) 得 到 ， (7) 


V"=B(0;e/2") CT(B,). 
(C) 最后 我 们 来 证 


六 = 有 2 )CT(Bu) 
从 (7 ) 有 ，V CT(B1)， 对 于 任意 y EV 4， 则 , y ET (0B1)， 
由 定理 1. 4- 7 (0) 必 有 uET(B)， 使 |y -十 < 二 .因为 uE 
T(5,) 昔 涵 某 个 xiE Bi 50= 了 Xi， 所以， 

ly -Tl < 工 . 


与 (7 ) 可 得 到 , y - Tx1 EVsCTO0B2) 同样 存在 一 个 x € Bs， 
使 得 ， 
iCy 一 TXi) 一 | < 人 
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因 玫 ，y -了 Tx, -7Txz EVsCT(Bs)， 依 此 下 去 ,第 n 步 可 有 一 
个 XxX: €B,， 使 得 ， 


|y ~ Tx | < (n= 1,2°°°) (8) 


令 z ,= XI+Xz 二 十 Xu 因为 Xe EB 有 

xil <1/2", 对 十 n 之 mm， 

kale jx p33 0(m>00) 

歼 (z,) 是 叉 中 的 Cauchy 订 列 ， 由 于 大 最 帘 备 的 ,所 以 ，(z 。) 
收缴 ， Bz. >x CX. Bo 的 半径 是 1; 从 下 式 


oe 


之 [xx < 如 (9) 


知 x€B。。 因 为 7 是 连续 的 ， 则 Tz,->7x, 由 (8) 得 Tx=y， 
从 而 证 得 y ET (Bo). 

4.11-3 开 映 象 定理 、 有 界 逆 算 子 定理 .从 Banach 空 
间 和 X 到 Banach 空 间 了 上 的 有 界线 性 算 子 7 是 一 个 开 映 射 ， 因 
此 ， 若 7 是 双 射 的 ， 则 三 -! 是 有 界 的 … 

证 明 ， 我 们 证 明 每 个 开 集 A4CX 的 象 T(A4) 是 了 中 的 开 
集 ， 即 证 明 对 于 每 个 y=TxET(A4)， 集 TC(A4) 包 含 一 个 以 
y= 了 Xx 为 中 心 的 开 球 . 

令 y=Tx ET(A). 是 开 集 ， 它 包含 了 一 个 以 x 为 中 
心 的 开 球 ， 于 是 4 - 全 个 DAO 六 中 的 并 设 这 个 球 


的 半生 为 = 工 , 则 "= 1 且 R(A -x) 包 含 单位 球 B(0， 了 ) 
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引 理 4. 11- 2 维 涵 T{kCA x)} =& 红 7T(A) -7x] 包 含 一 个 中 
心 在 6 的 开 球 ,于 是 ?4) -7Tx 也 包含 这 样 一 个 开 球 ， 因 此 了 
(4) 包 含 一 全 以 Tx = ?为 中 心 的 开 球 . 因为 yET(4) 是 任意 
的 . 所 以 ,了 (4) 是 开 集 ， 

最 牛 ， 如 果 T -1 了 一 A 存 在 . 因为 了 是 开 上 映射 ， 由 定理 
1.3-6 知 7 :是 连续 的 . 根据 定理 2.6-10，7 一: 是 线性 的 . 由 定 
理 2.7-10， 人 -是 有 界 的 ， 


习 题 4.11 


1. 证 明 由 《6 二 ，52) 1 上 定义 的 了 :有 -> 民 是 开 有 映射 。 由 《1， 
$2) [> (51，0) 定义 的 上 映射 ?一 尺 ! 是 开 映 射 吗 ? 

2 .证 扩 一 个 开火 轩 不 一 定 将 习 保 决 对 到 可 淋 上， 

3， 作 为 (1) 和 (2) 的 扩充 ， 我 们 定义 

A+B= {xEXIx=a+b, a€ A, bE€ B) 

这 里，4，Bc, 若 4= {11，2，3，4} ， 求 4A4,，A+w, A+A. 
(参看 图 31) 

4 。 证 明 (9) 中 的 不 等 式 是 严格 的 ， 

5， 设 X 是 赋 范 空间 ， 它 的 点 是 “只 有 有 限 个 非 零 项? 的 复数 列 
x=(ei)， 其 缉 数 定义 为 上 xi = suplsil, 设 本 是 由 y=1x%= 


(5 ， 二 得， 二 ts) 定义 的 .证明 7 是 线性 有 界 算 子 . 但 了! 是 无 


务 的 ， 这 与 定理 4 ,11-3 永 大 网? 
6. 设 半 和 了 是 巴 拿 碎 空 间 ，T， 半 > 了 是 单 射 有 界线 性 算 子 ， 
证 明 7T~"!，RR(T) 二 针 是 有 界 的 当 且 仅 当 RCT )YY 中 是 用 的 ， 
7. 设 了 :XY-> 了 是 有 界线 性 算 子 . 这 里 所 和 上 是 巴 拿 赫 空间 ,者 
是 双 射 的 ， 证 明 存 在 正 实 数 a，5 .使 得 对 于 所 有 x 必 ， 有 
ol xls 1/ xl <b lxl., 
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48，《〈 等 价 范 数 ) 雇 
fi。 位 和， 上 2 是 向量 空 
间 文 上 的 范 数 . 使 得 所 ， 
=《 上 和， "| 上 和 半 ;= 
(多, 上》 是 完备 的 ， 
如 果 jx >0 总 蕴涵 
jx .i 一 0， 证 明 关中 
的 收 和 敛 性 列 通 兴 > 中 的 收 
化 性 ， 且 友之 亦 然 .并存 
在 正 数 oa 和 D， 使 得 对 2 
于 所 有 xE€ X， 图 31 平面 上 ， 和 集 A+8B 

alxl; < |x <6 {xfi 
《这 两 个 范 数 是 等 价 的 ， 参 者 定 义 2 ,4~4) 

9. 设 和 =(X， 上 11) 和 X=( 针 ， 上 .1;〉 是 巴 拿 赫 空 间 ， 
者 存在 一 个 常数 c， 使 得 对 于 所 有 xEA，jxl 和 ceilxls， 证 明 存 在 一 
常数 A， 使 得 ， 对 于 所 有 xGE 羡 ，lxj :< xl (因此 ,两 个 范 数 是 等 
价 的 .) 

10、 从 $1.3 知 , 度量 空间 这 的 所 有 开 子 集 组 成 的 集合 T 称 为 蕊 的 
一 个 拓扑， 因此， 向 量 空 间 儿 上 的 每 个 范 数 定义 外 一 个 拓扑 ， 营 革 上 
的 两 个 范 数 使 得 汪 I= (于,，}。 有 1》 和 着 ;= ( 针 ，。 上 4，)》 均 是 Ban- 
ach 罕 间 。 并且 由 上 ,上 和 上 了 ;所 定义 的 拓扑 TI 和 Ts 满足 TT1 习 7s、 
证 明 7，, = 7T;、 


$4.12 闭 线 性 算 子 、 闲 图 杀 定 理 


实际 中 重要 的 线性 算 子 并 不 都 是 有 界 的 ， 例 如 ， 微 分 算 
子 就 是 无 界 的 (2.7-6) ， 在 量子 力学 和 其 他 应 用 中 经 常 需要 
无 界 算 子 ， 并 且 在 实际 中 常 遇 到 的 是 一 类 所 谓 线性 算 子 . 

在 本 节 我 们 定义 赋 范 空间 上 闲 线 性 算 子 ， 并 研究 它们 的 
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一 些 性 质 ， 特别 重要 的 是 闲 图 象 定理 ， 它 给 出 了 Banach 空 
间 上 闭 线 性 算 子 是 有 界 的 充分 条 件 、 

让 我 们 从 定义 开始 . 

4. 12-1] 定义 《 财 线 性 算 子 ) ， 设 X 和 7 是 典范 空 间 ， 
T:D (7 一 了 是 一 线性 算 子 . 其 定义 域 D(T)CX. 阁 人 的 
图 象 

GT) = yy) IxXED(T),. y= Tx)} 
在 赋 范 空间 和 XXXxY 中 是 闭 的 ， 则 称 了 为 一 个 闲 线 性 算 子 . 这 
里 向 量 空间 XX xY 了 中 的 两 个 代数 运算 定义 为 ， 

(X1，31) 十 (Xe Y2) = (WF1+ X22 Yi1+ ys) 

G(X, YY) = (QaX, QYy) 

(a 是 数量 ) ， 基 xx 了 上 的 范 数 定义 成 

| (Cx, >) = xl + (1) 
(关于 此 空间 上 男 一 个 范 煞 ， 请 看 习题 2) 

闲 线性 算 子 在 什么 条 件 下 是 有 界 的 ? 下 面 重要 的 定理 给 
予 了 回答 ， 

4.12-2 ” 闭 图 象 定 理 . 设 X 和 Y 是 Banach 空 间 ，T: 
D(T) ->Y 是 一 闭 线性 算 子 . 这 里 ，D(T)CCX. 如 果 喇 (7) 
在 蕊 中 是 闭 的 ， 则 算 子 了 是 有 界 的 . 

证 明 首先 证 明 XxY 依 (1) 所 定义 的 范 数 是 完备 的 . 
设 (z,) = (xs。，yw) 是 X xy 中 的 任 一 Cauchy 序 列 . 则 对 于 每 
个 e>0, 存在 一 个 N， 使 得 ， 

lz, -2n) = |x, -%a| + |y,. ~ ynl <e 
(m, n>N) (2) 
因此 ， (x,) 和 (y,) 分 别 是 关 和 Y 中 的 序列 ， 因 为 X 和 Y 是 完 
备 的 ， 所 以 (xX:)、(9,) 收敛，X.->X，yYy》， 这 组 涵 2, 一 
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z= (Y，y) 目 在 (2) 中 令 i>ce， 有 ，;:z -zs 委 ” (n>N) 
由 于 (z,》 是 XY 中 的 任 党 Cauchy 序 别 . 从 而 证 得 和 xY 
是 完备 的 . 
根据 假设 6G 47 在 和 xx 中 是 闲 的 ， 已 (在 去 于 是 于 

的 ， 因此， 由 定理 1, 4-8，G (7T) 和 D (7) 均 是 完备 的 ， 现在 
孝 虑 映射 

P, G(T)->D(T) 

(XxX, TX) |—>x% 

显然 号 是 线性 的 . 由 于 

IPCx, Tx)l = lxl < xt + Tx! = |(x, Tx)} 
所 了 以 忆 是 有 昼 的 .容易 验证 疡 是 双 射 的 从 而 逆 肌 射 ， 

Pi, D(T)—>G (7,) 


YX | (XxX, TX) 


存在 .因为 D(T) 和 G (7) 均 是 完备 的 ， 利 用 有 界 逆 算 子 定 
理 4.11-3， 己 -1 是 有 界 的 ， 即 对 于 某 个 数 和 所 有 x €D (7)， 
(x，Tx)| slxl， 因 此 ， 

[Tx| < Tx + ixl = j(x，TXx)l < lx 对 于 x EE 


G (7) 
故 T 了 是 有 界 的 . 

4. 12-3 ”定理 线性 曙 子 ) . 设 和 和 7 是 赋 范 空间 ， 
T:D(7) ~ 了 Y 是 一线 性 算 子 这里， 站 GD)cX， 则 了 是 闭 


的 当 且 仅 当 它 有 如 下 性 质 ， py ->x， 这 里 x, ED 人 (7)， 
Tx,->y. 那么 XEDT),， 月 Tx= vy. 


证 明 根据 定义 ，7 了 为 闭 的 充 要 条 件 且 G (7) 为 用 的 ， 


而 G(T) 是 团 的 当 且 仪 当 z = (Xx，y) ET) 冀 涵 z EG (TD): 
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由 定理 1,4-7(4)，z EG(T) 当 目 仅 当 存在 z。= (x。，7Tx，) 
EG (TT)， 使 得 z,->z， 因 此 有 ， 

Xr—>X, Xn->Yy. (3) 
日 z= (x，») EG(A) 当 且 仅 当 xXE DT), y= 了 7x. 

注 登 ， 这 个 性 质 与 有 界线 性 算 子 的 性 质 是 有 区 别 的 ， 若 
线性 算 子 7 是 有 界 的 ， 则 7 是 连续 的 . 如 果 (x,) 是 万 (7) 中 
的 收 伍 序列 ， 那 么 ，(&x) 也 收敛 (参看 定理 1, 4-9) .这 
对 于 财 线 性 算 子 不 一 定 成 立 . 但 二 如 果 了 是 闭 的 ， 目 两 个 


序列 (xs) 和 (zx) 在 D(7) 中 收 化 于 同一 个 极限 ， 并 相应 的 序 


列 (Tx,) 和 (Tx,) 均 收敛 ， 则 后 两 个 序列 也 有 相同 的 极限 。 
(参看 习题 6) z 
4.12-4 例题 (微分 算 子 ) . 设 X=C[0，1]， 且 
T, D(C(T)->X 
X | 一 2 (x 是 x 的 导数 ) 
这 里 D (7T) 是 由 具有 连续 导数 的 函数 xEX 构 成 的 子 空间. 
则 不 是 有 界 的 ， 但 它 是 闭 的 . 
证 明 从 2.7-6 看 到 7 不 是 有 界 的 ， 下 面 利 用 定理 4.12 
-3 证 明 7 是 闲 的 . 设 (x,)CD(T). 
且 
X，->X 和 了 Tx,—Yy， 
因为 依 CL0，1] 上 的 范 数 的 收敛 是 E0，1] 上 的 一 致 收敛 ， 由 


Xa 二 《Xi-> 3 有 ， 
|,> par= | limx, (Tt) GCT 
4 op 
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- lim|， x rdr= x(t) -x(0). 
,x(t) = x(0)+ |'» (T) dr。 


这 就 证 得 x*ED(T)， 且 Xx'=y， 由 定理 4,12-3 知 T 了 是 闭 的 ， 

值得 注意 的 是 在 这 个 例子 中 ，D (7T) 在 铸 里 不 是 闭 的 . 否 
则 ， 根 据 闭 图 象 定理 ， 了 将 是 有 界 的 ， 

线性 算 子 的 闭 性 不 蕴涵 有 界 性 . 反之 ， 有 界 性 也 不 董 洱 
闭 性 ， 事 实 上 ， 例 题 4,12-4 可 说 明 闭 性 不 蕴涵 有 界 性 . 下 例 
则 表明 有 界 性 不 蕴 泣 闭 性 ， 设 ，7T:D(T)->D(7T)CX 昨 
D(T) 上 的 恒 等 算 子 ， 这 里 D(7) 是 赋 范 空间 区 的 一 个 真 黎 
窗子 空间 ， 显 然 ， 了 是 线性 有 界 的 . 但 是 不 是 闭 的 . 这 是 
因为 车 取 x€ 义 -DC(T)， 有 D(T) 中 序列 (x,) 收 敛 于 x， 由 
定理 4.12-3 知 7 不 是 闭 的 ， 

4.12-5 3 引 | 理 《 闭 算 子 ) . 设 X 和 7 是 赋 范 空间 ，7: 
D(T) 一 Y 是 有 界线 性 算 子 . 这 里 D(T) CX ， 那么， 

(a) 若 D(T) 是 针 的 一 个 闭 子 集 ， 则 了 是 闭 的 ， 

“(5) 车 7 是 闭 的 且 了 是 完备 的 。 则 DD(T) 是 XX 的 闭 子 集 ， 
证 明 〈c) 、 车 (x;) 在 D(T) 中 收敛 ， 即 x,->x. 且 
(Tx,) 也 收敛 ， 由 于 D(7) 是 闭 的 . 则 x*ED(T)=D(T),， 
因为 7 是 连续 的 ， 所 以 Tx, 一 了 Tx， 根据 定理 4.12-3，7 是 闭 

的 . 
(8) 对 于 x ED(7T) ， 存 在 D(T) 中 一 序列 (x,) 使 得 
XxX.->%X. (参看 1.4-7) .由 于 7 是 有 界 的 ， 
|Tx, 一 Tx = IT (Cx, — x ||TI| x, -x 
这 证 得 (7x, ) 是 柯 西 序列 ， 因 为 YY 是 完备 的 ，(7x,) 收 钙 ， 
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即 Tx,->y EY。， 由 TT 是 闭 的 ， 根 据 定理 4,12-53，xED(T) 


( 且 7Tx=y)， 由 于 xED(T) 是 任意 的 . 因此 ，D(T) 是 闭 


习 是 4.12 


1. 证 明 (1) 定 义 X x 了 上 一 个 范 数 ， 
2 验证: 
Cx, y=maxz {lxl, yl} 
和 
ICx, y)lo= CExl?+h yl?)1/? 
是 赋 范 空间 半 和 了 的 乘积 空间 xY 上 的 两 个 范 数 ， 
3 . 证 明 线性 算 子 全 ， 针 -> 了 的 图 象 G (7 了 ) 是 二 x 了 的 一 个 向 量子 
空间 ， z 
4 。 若 定 义 4,12-1 中 的 对 和 了 是 Banach 空 间 ， 证 明 玉 = 六 x 了 按 
(1) 所 定义 的 范 数 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 
5，《〈 逆 算 子 ) 车 闭 线 性 算 子 的 逆 T"! 存 在 ， 证明 7"! 是 闭 线 性 算 
子 . 


6. 投 7T 是 闭 线性 算 子 . 孝 DCT) 中 的 两 个 序列 (x。) 和 (Xr) 都 
收敛 于 同一 个 极限 ， 且 CT) 和 《Txs) 均 收 敛 , 证 明 (7Tx。) 和 


(Txs) 有 相同 的 极限 

7 。 从 闭 图 象 定理 可 以 证 得 定理 4 .11-3 中 的 第 二 个 论述 ， 

8。 设 世 和 了 是 赋 范 空间 ， 了 :所 ~ 上 是 闭 线性 算 子 . 

(a) 证 明 紧 子 集 C C 拓 的 象 -4 在 闷 中 是 闭 的 ， 

(5) 证 明 紧 子 集 KK CY 的 原 象 B 在 关中 是 困 的 (参看 定义 2， 5-17 

9. 设计 和 了 是 赋 范 空间 ， 且 了 是 紧 的 .车 7: 针 > 了 是 闭 线 性 算 
子 . 证 明志 是 有 界 的 ， 

10。 设 志和 T 是 赋 范 空间 ， 且 半 是 紧 的 ， 若 7 了 ;外 > 了 是 双 射 闭 
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线性 算 子 。 证 明 7 +i 是 有 界 的 ， 

11。( 零 空间 》 证 明 闭 线性 算 子 71 针 > 了 的 零 空 间 N(T) 是 壮 
的 团子 空间 ， 

12,。 设 多 和 了 是 赋 范 空间 。 若 Ti: 半 > 了 是 闭 线 性 算 子 且 7 :€ 
B( 革 ,了 ), 证 明了 和 了 :是 闭 线 性 算 子 ， 

13. 设 7 了 是 一 闭 线 性 算 子 , 其 定义 域 D(T) 在 巴 拿 赫 空 间 苞 中 ， 
值 域 R(T ) 在 赋 范 空间 YY 中， 车 T 了 ~! 存在 且 有 界 .证 明 R(T ) 是 闭 的 ， 

14 。 假设 级 数 41 十 42 十 汪 的 各 项 在 区 间 了 = [0.1] 上 是 连续 可 微 的 
蚁 数 ， 且 级 数 在 7 上 一 致 收 但 于 x ， 而且， 假定 ma" + 如 7 +… 在 7 上 也 
一 臻 收敛， 证明 x 在 (0，1) 上 是 连续 可 微 的 。 且 可 逐 项 微分 ，Xx = wu 
+ 42 十 

15。〔 闭 延 拓 ) 设 T，D(T) -> 了 是 闲 线 性 算 子 具有 图 象 G (7 ) ， 
这 里 D(T)cXX， 且 久 和 了 均 是 Banach 空 间 、 还 明 T 有 闭 线性 延 拓 算 


子 祁 其 图 象 为 GOT) 当 且 仅 当 GF CTY 不 念 形 如 (9, y) 的 元 素 ; 这 里 ， 
3 子 0 四 
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第 五 章 ”3anach 厅 动 点 定理 、 
盟 近 理论 


本 章 包 含 记 国 分 析 在 两 小 方面 的 应 用 ， 其 一 是 Banach 
不 动 点 定理 及 其 应 用 .其 二 是 赋 范 空间 和 Hilbert 空 间 中 的 
逼近 理论 及 其 应 用 ， 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 


在 $5.1 中 介绍 了 压缩 映射 的 概念 、Banach 不 动 点 定 
理 . 定理 给 出 了 不 动 点 (映射 到 自身 的 点 ) 存在 性 和 唯一 性 
的 充分 条 件 . 也 给 出 了 逼近 不 动 点 的 远 代 过 程 和 误差 界 。 在 
$5.2 中 介绍 了 Banach 不 动 点 定理 在 三 个 重要 方 面 : 线性 代 
数 方程 、 常 微分 方程 、 积 分 方程 上 的 应 用 . 

$5. 3 至 85.6 介 绍 了 逼近 理论 . 在 85.3 我 们 定义 了 最 
佳 允 近 并 讨论 了 其 存在 性 .车 一 赋 范 空间 是 严格 上 映 的， 其 最 
佳 通 近 是 唯一 的 ， 而 再 libjlert 空 间 正 是 这 样 空 间 . 对 一 般 的 
贼 范 空 间 需 附加 条 件 才能 保证 最 佳 逼 近 的 了 瞧 一 性 . 如 在 
Cle， 50J 中 的 日 gor 条件 .由 于 学 数 选择 的 不 同 ， 我 们 可 得 到 
不 同类 型 的 允 近 .并 着 重 讨论 了 以 下 两 种 帝 近 ， 

(i) 在 Cic， 旨 中 的 一 致 逼近 (85. 4) 

(ii) Hibert 空 间 中 的 逼近 ， (8$5. 5) 
此 外 ， 我 们 还 简单 地 讨论 了 三 次 样 条 函数 到 近 [a，614 上 一 给 
定 函 数 的 问题 (参看 85, 6) 
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本 章 内 容 在 后 面 章 节 中 并 不 需 归 ， 改 根据 情况 可 灵活 揭 
用 .85,1 至 $5.2 的 询 所 十 第 一 异 〈 不 需要 2 至 4 章 ) 如 各 
选用 ， 本 合 前 两 节 可 接 在 第 一 音 后 面 讲 . 835.3 译 《5.6 只 须 
2 、3 合作 为 前 近 ， 因 此 ， 这 部 分 可 在 第 三 鸽 之 后 讲 ， 


85.1 Banach 不 动 点 定理 


Banach 不 动 点 定理 是 用 泛 国 分 析 的 方法 处 理 分 析 中 不 
同 领 域 的 统一 的 存在 性 和 唯一 性 的 一 个 重要 定理 . 

首先 介绍 不 动 点 和 压缩 映射 的 概念 . 

5.1-1 定义 (不 动 点 ) , 设 为 一 集合 . 了: 一共 
为 一 上 映射 .如果 xo€ 久 ， 使 得 ，7xo = x，,， 则 称 %6o 为 映射 荆 的 
一 个 不 动 点 . 

例如 ， 平 面 的 旋转 有 一 个 不 动 点 (旋转 中 心 ) 、R 到 自 
身 的 映射 : x 一 -> x 有 两 个 不 动 后 (0 与 1) 。 由 (61 £2) 
一 > £2，E10) 定 义 的 肌 射 T，R: 一 > 六 有 无 穷 多 个 不 动 点 
(51= 562 上 的 所 有 点 〉 .平移 变换 作为 一 个 频 射 是 没有 不 动 训 
的 。 
5 .1-2 定义 ( 压 绾 映射 ) ， 设 (X， “) 为 ~ 度 基 空间 ， 
7 :三 -一 >X 是 一 肌 射 . 知 存 在 数 c， 

0 三 之 1， 使 得 对 于 有 押 有 x，» EX 
d (Tx, Ty)<ad (x, y) (1) 
成 立 ， 则 称 T 是 一 个 压缩 鼎 射 ， 

压缩 映射 的 几何 意义 是 ， xX 中 任意 二 点 x 与 的 象 比 该 两 
点 更 接近 ， 确 切 地 说 ， 比 值 41(Tx，7Ty)/d(x，y) 不 超过 小 
于 1 的 常数 a. / 

压缩 映射 是 连续 上 映射， 素 实 上 ， 对 于 任意 x, 一 >x, 有 ， 
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d(Tx,, TXx)<ad (x,. Xx) 
nn 一 ->co 肝 ， 由 d(x。,，X%) 一 > 0， 得 d (Tx,，TXx) 一 >0, 

5.1-3 Banach 不 动 点 定理 (压缩 映射 原理 ) . 设 X = 
(XX,d)， 半 关 $ 是 一 完备 的 度量 空间 ，T :XX 一 > 为 X 上 的 
一 个 压缩 ， 则 荆 有 一 个 且 只 有 一 :个 不 动 扩 . 

证 明 的 思路 是 ， 我 们 构造 一 序列 (x,) ， 并 证 明 其 为 
Cauchy 序 列 ， 因 而 在 完备 的 度量 空间 芋 中 收敛 ， 然 后 证 
明 其 极限 x 就 是 了 的 不 动 点 。， 且 没有 其 他 的 不 动 点 . 

证 明 (〈o) 首 先 证 明 存在 性 .我 们 任 选 一 xeEX， 并 定义 
适 代 序列 (x。, ) 如下: 

Xoy Xi1= 了 XogX2= 了 XI= 了 Xp Xs 一 了 Xe (2) 
下面 证 明 (x,) 为 Cauchy 序 列 . 由 (1 与 (2) ， 
d(xaits YXYn)=QTXn TYXn 1) 
<Qd(xXn, Xn-1) 
~=Qd(Txn_1, Tx,_2) 


Qld (0X。 1， Xm_2) 


<a"d (x Xo) (3) 

因此 ， 由 三 角 不 等 式 及 几何 级 数 的 部 分 和 ， 对 于 n>m， 有 ， 

d(xny Xn)Ed Xn, Xnrl) +d (xnils Xnr2) 十 os 
td(Xn-1, Xr) 


(Qa" +oa"tlite +a"“!l)d(x. Xo) 


| ey A 
0 


三 


d(xi1, Xo) 


由 0 三 a 过 1， 0 <1 -Ca 一 委 1， 因 而 ， 
&57 


d (Xu，Xnu) < d(x Xo0). (n>m) (4) 


在 右边 ，0 和 a 之 1， 县 d (xi，xo) 不 要 所 以 只 要 1 取得 足 
够 大 (县 nn 二 m) ， 则 右边 可 任意 小 ， 这 就 证 明了 (xw) 为 
Cauchy 序 列 . 因为 环 是 完备 的 . (xn) 收 纹 ， 令 xm 一 ->x， 证 
明 此 极限 x 即 为 映射 了 的 不 动 点 . 
从 三 角 不 等 式 与 (1) 有 ， 
d (x, Tx)<d(x, xn) td(x,, Tx) 
<<d(x, Xan) +aQd(xn-), xX)—>0 
(m 一 >o0)， 即 d(x，Tx)= 0, 由 $1.1 中 CM2) 得 Tx=%. 
这 恕 证 明 了 x 是 7 的 不 动 点 . 


(0 证 明 x 是 唯一 的 不 动 点 ， 设 YX 是 了 的 另 一 个 不 动 点 ， 
则 Tx=x， Tx= x， 由 (1) 得 
dx, x)=d(Tx, T x)<ad(x, yx) 


因为 0 之 g 过 1， 所 以 ，d (x，Xx) =0 由 (M2) 知 x =x. 

5 .1-4 ”推论 (迭代 、 误 差 界 ). 在 定理 5.1-3 的 条 件 下 . 
从 任 一 xo EX 开始 的 迁 代 序列 (2) 均 收 钱 于 T 的 唯一 不 动 点 
X， 其 误差 估 讨 分 别 为 ， 


d (xn, XX)< ad Cx, %1) ( 先 验 估计 ) (5) 


d (xn, XX) < sd (ns xs)  《〈 后 验 估计 ) (6) 


证 明 ， 选 代 序列 (xs) 收 敛 于 不 动 点 x 这 从 定理 5.1-3 可 下 
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接 证 得 . 在 (4)》 中 令 n 一 co， 得 不 等 式 (5) ， 在 (5) 中 取 
m= 1， 并 将 xo、 7 分 别 记 为 yo、Y1， 和 但 ， 


d(y1,，X) 志 ad ly 1) 


再 令 ye= xXx-1，Y1= Yo 则 (6) 式 得 证 . 

先 验 误 差 界 (5) 在 计算 开始 时 使 用 ， 用 来 估计 为 达到 给 
定 的 准确 度 所 需 的 步 数 ，(6) 式 在 计算 的 中 间 阶 段 和 最 后 使 
用 ， 其 准确 度 至 少 不 低 于 (5) ， 

从 应 用 观点 上 看 ， 上 述 定 理 还 不 能 令 人 满意 ， 因 为 常常 
过 到 如 下 的 限制 ， 压 缩 映 射 了 不 是 定义 在 整个 空间 六 上 的 ， 
而 只 是 定义 在 耻 的 子 空间 YY 上 上， 然而， 者 了 是 闭 的 ， 由 定理 
1 4-8 知 其 为 洗 备 的 、 因 而 在 了 中 存在 一 不 动 点 Y， 并 且 只 要 
我 们 在 x 的 选择 上 加 以 适当 的 限制 ， 使 诸 x» 保 持 在 Y 中 ， 就 
能 得 到 x, 一 x， 这 一 类 问题 一 个 典型 的 结果 是 下 面 的 定理 . 

5.1-5 定理 (在 球 中 的 压缩 )， 设 7 是 从 完备 度量 空间 
大 = (了 ，q) 到 其 自身 的 鼎 叶 了 = {x ja(xX，Xo) 委 了 是 居中 
一 个 闭 球 ， 若 7 了 在 YY 上 满足 (1)、 并 且 假 议 

d(x TXo) < ~)r (7) 

成 立 ， 则 大 代 序 列 (2) 收 伍 于 了 在 了 中 的 唯一 不 动 点 XE 了 . 

证 明 我们 只 须 证 明 T 将 Y 映 射 在 了 中， 由 假说 对 于 任 
注 y1，yz:€ 了 ， 有 ， : 

d(Tyi, Ty:) <ad(y1,. 2) (0 a<1) 

再 利用 d (xs，Txo)< (1 ~- a)r， 对 于 每 个 y EY， 

d(x Ty)<ad(xo, Txo) + d(T xo, TY) 

< -Qa)r+ad(xo ») 


<( 一 CQJ7 十 C 
= 了 
因此 ，Ty EY， 即 证 得 个 将 了 有 映 到 自身 中 ， 由 和 是 完备 的 、 
Y 是 闭 的 从 而 了 是 完备 的 ， 利 用 定理 5.1-3 此 定理 得 证 . 
5.1-6 引 理 (不 动 点 )， 设 T: 久 -> 多 为 完备 度量 空间 
区 = (X，d) 上 的 一 连续 映射 ， 著 存在 一 个 自然 数 m， 使 得 
7" 是 天 上 一 个 压缩 映射 ， 则 人 在 居中 有 了 唯一 的 不 动 点 . 
证 明 ; 令 B=7T"， 由 假设 3 是 上 一 压缩 映射 根 据 定 
理 5,1-3，B 在 人 上 有 维 一 的 不 动 点 x*， 即 ，Bx* = x*， 下 面 
我 们 证 明 x* 也 是 7 的 不 动 点 ， 事 实 上 , 由 于 BT =7T"*!=TB， 
所 以 ，BCTx*) = TT(Bx*) = Tx*， 于 是 Tx* 亦 是 B 的 一 个 不 
动 点 ， 因 为 B 的 不 动 点 是 唯一 的 从 而 有 Tx* = x*， 故 x* 亦 
是 T 的 不 动 点 . 
最 后 我 们 证 明 x* 是 7 的 唯一 不 动 点 .假设 x' 是 7 的 另 一 个 
不 动 点 ， 则 Bx’=T"x’=7T"-x =…=Tx’=x‘， 由 于 8 的 不 
动 点 是 唯一 的 ， 因此 ， xX’ = X*, 


习 囊 5.1 


1 设 半 = {xER|x 之 1} 过 RR. 定义 映射 7 XX> 针 为 Tx= 攻 + 二 。 


证 明了 为 压缩 映射 并 求 出 最 小 的 2.， 

2， 举 例 说 明定 理 5 .1-3 中 的 完备 性 是 必要 的 ， 

3， 在 Banach 不 动 点 定理 5.1-3 中 ， 当 x 奈 y 了 时 ， 条 例 (1〉 不 能 用 
dq(Tx，7y)<dw(x，y) 人 代替. 考察 下 例 . 

X= (xi<x<+oco} 并 取 实 数 轴 上 的 通常 度量 ,定义 ,上映 射 了 


XX->X 为 x [x+ 一 ,证 明 当 x 寺 时， |Tx 一 了 yl<|x | ,但 映射 设 
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有 不 动 点 ， | 
4。 设 关 = (于 ，q) 为 一 度量 空间 ， 当 x 关 y 时 了 : 尺 > 访 满足 
d(Tx， 了 Ty)<d(x，y) 且 有 一 不 动 点 ,证明 不 动 点 是 唯一 的 ， 
5 .车工 为 一 压缩 映射 ， 证 明了 " (2E 六 ) 亦 为 一 压缩 映射 , 若 对 于 
n>1， 了 :为 一 压缩 上 映射， 证 明了 不 一 定 为 一 压缩 上 映射 ， 
6。 证 明 当 0<c< 1 时 由 (5) 给 定 的 误差 界 形成 一 严格 音调 减 序 列 。 
证 明 (6) 至 少 与 (5) 一 样 的 精确 ， 
7。 利用 Banach 不 动 点 定理 5 ,1-3 证 明 ， 在 分 析 中 ， 和 迭代 x。= 9 
(xs-1) 其 为 收 雍 的 一 个 常用 的 充分 条 件 是 g(x) 有 连续 昼 数 且 ， 
WN 19’ (x)| <a<l 
3. 对 一 给 定 的 方程 (x) = 0， 为 求 其 台 近 的 数值 解 ， 可 将 该 方 
程 变换 为 x= g (x) 的 形式 ， 选 一 初始 值 xo 并 计算 
Xn 一 ICXe -1) (n= 1,.2.") 
假设 g 在 一 区 闻 = (xo -r; xo +r] 上 有 连 继 导 数 且 在 / 上 满足 
lg' 《x) 1 和 ga<1 及 
[Ig(%X0) — Xol < (~-a)r, 
证 明 ; x= 9(2%) 在 7 上 有 唯一 解 ， 且 和 迭代 序列 (xn) 收 敛 于 此 解 .其 误差 
估计 分 别 为 
l—-a 


[xX~—xn|<a”r, [|xX~xn | [xm— Xm-=1| 


9。 若 f (x) 在 区 间 = (o, 6Y) 上 上 共有 连续 导数 ， 且 f (a) 过 0, f (6) 
>10，0<ARI 和 大 (x%) 委 Rz(xEGJy )、 试 选 一 适当 的 条 数 和 人 ， 利 用 因数 
9(x)=x%-A4F(x) 建 立 一 迭代 过 程 ， 以 求 方程 [(x) = 0 的 解 ， 

10. 为 解 方 程 f (x) = x3+x~-1= 10. 考察 下 列 两 种 迭代 ， 


1 
(aq) Xn= 0(Xn1) = 


FH} 。 


取 xo = 1 迭代 汪 步 , 1g' (x)| < 之 1 吗 ? 
\p) 奉 将 太 x) = 0 写成 xy=1-% 的 形式 ， 能 适合 迭代 蚂 ? 试用 x。 
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了 


L ” Dn : 0,5 1.0 
. 一 om 一 _ 


图 32 “习题 10(a) 中 的 迭代 线路 
= 1、xo 二 U,5 进 行 迭 代 运 算 并 观察 其 结 血 ， 
11。 对 于 习题 10 中 的 方程 ， 证 明 可 用 另 一 个 述 代 过 程 


Xn 三 /3 
1l+Xin.; 
求解 , 取 xo= 1 时 确定 x1 ,xz ,xs ,这 个 迫 代 快速 收 化 的 理由 是 什么 ?( 实 
根 汶 0 ,682328) 
12。 (Newton 法 ) 设 f (x) 为 实 值 函数 ， 是 在 区 间 (a .56). 上 具有 
二 阶 连续 导数 ，% 是 1 (x) 在 (a .56) 上 的 单 零 点 ,证明 由 下 列 Ne wton 
法 定义 的 选 代 


f(xn) 


Xnt+1l= G(Xn)= Xp fy) 
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代 序 列 均 收 化 于 y ) 
13 (平方 根 ) 对 于 一 给 定 的 正 数 C， 证 明 计算 其 平方 根 的 挝 代 过 
程 为 


Xn+i= OCXn) = (x + -2 ) 并 指出 条 件 《 其 中 m=0 1，2 


心 ) ,从 xo = 1 开始 ， 对 2 计算 台 近 值 X1 、x2、x3、X4， 
14 (Lipschitz 条 件 ) 映射 :ca,5) 二 ca,5) 称 为 在 ca,8) 上 满 
足 Lipschitz 条 件 是 指 存 在 一 常数 K ， 使 得 对 于 所 有 的 x,yE€ (4.0)， 
ITx~Tyl<K|x-y| 
成 立 、 
(1) .了 是 否 为 一 压缩 喘 射 ? 
(2) .车 了 有 过 续 导 数 . 证 明志 满足 Lipschitz 条 件 . 


85,2 Banach 不 动 点 定理 的 应 用 


本 节 介 绍 Banach 不 动 点 定理 在 线性 代数 方程 上 、 微 分 
方程 上 、 积 分 方程 上 的 应 用 . 

首先 考虑 Banach 不 动 点 定理 在 解 线 性 代数 方程 组 上 的 
应 用 .我 们 利用 定理 中 的 迭代 法 解 线性 代数 方程 组 ,并 给 出 了 
收敛 的 充分 条 件 和 误差 漠 ， 

为 了 应 用 Banach 不 动 点 定理 ， 我 们 需要 一 完备 的 度量 
空间 和 在 其 上 的 一 压缩 映射 ， 

我 们 取 所 有 nn 个 实数 的 有 序 组 所 成 之 集 为 .对 于 半 中 的 
任 闪 元素 %， Vs 其 坐标 表示 为 ; X= (E19 "9 1) Y= (N01 由 
1s)5 2 = (C13964) ,定义 半 上 的 度量 为 ， 

d(x,2) = max |£; ~—5;| / (1) 

则 X = (Xy 9) 为 一 完备 的 度量 空间 《参看 81 .5 习题 2) 
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定义 映射 六 :和 克 -> 革 为 

y=yX=CX+PD (2) 
Ai 
其 中 ，C = (cg ) 是 确定 的 n 阶 方 阵 ,b= | : ja 中 一 固定 
bp 
下 面 我 位 找 出 7 为 压缩 映射 的 一 个 充分 条 件 .为 此 将 (2) 
写成 分 量 形式 

;= D3| Cir Sr th j=1, 2,., 1, 


令 玉 = (Wi 玉 ,) =Tz, 由 (1) 和 (2) 得 ， 
d (y, W) =d (Tx, T2?) =max| 7,— Wl 


= max| 之 Cix (Eh — C8)| 
<max [Sh 一 ax [Cs | 


= max 六 ei gs) d (x, 2) 
} = 


设 
= MaAXx 3 Ic; ,i 《1 
i -1 
有 d (Tx, 72) oad (x, 2). 


因此 , 当 c<1 时 ，7 为 一 下 缩 映 射 ， 由 Banach 不 动 点 定理 
5.1-3 得 出 下 面 定 理 . : 

/ 5.2-]】 定理 (线性 代数 方程 ) 若 含有 ”个 未 知 量 E wo 上。 

用 有 ”个 线性 方程 的 方程 组 


'4 


B! 
X=Cx+b (和 矩阵 C= (cjx) 和 同 量 b = E jj 


知 ) ~ (0 
满足 


之 ic il <1 i = 1, 2 9 (5) 


则 方程 组 有 唯一 解 x， 此 解 x 可 作为 迭代 序列 (x'°), x!), "yg 
x"。…) 的 极限 得 出 .其 中 ,x 为 了 中 任意 元 素 . 且 迭代 过 程 为 


Xti)~ Cx 十 六 m=0,1,2,… - (86) 
误差 界 为 
d (x™, x) Sd (x xc) 
二 CQ_ d (x0), xD) 
] 二 oa % si (7) 


条 件 (5) 是 途 代 收 伍 的 充分 条 件 , 称 为 行 和 准则 , 它 是 在 
度量 (1) 下 得 出 的 ,车 用 其 他 的 度量 代 赫 (1), 就 会 得 到 其 他 的 
条 件 ， 
n 个 未 知 量 n 个 线性 方程 的 方程 组 通常 写成 形式 

Ax=c (8) 
这 里 4 为 一 n 阶 方 阵 ,c 是 一 固定 的 n 维 列 向 晤 .我 们 知道 当 det 
4 六 0 时 ， 方 程 组 (8) 有 唯一 解 .为 了 用 检 代 法 解 线性 方程 组 
(8), 今 将 4 写成 4= 8 一 G 的 形式 ， 其 中 8 为 一 适当 的 满 秩 和 矩 
阵 ,于 是 (8) 成 为 

Bx=Gxt+c 
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或 x=B-iGx+B-ic 
(6) 中 的 C 与 5 此 时 分 别 为 
C=B-1G, b=B-ic (9) 
由 于 号 和 C 的 不 同 ， 可 得 不 同 的 具体 进 氏 法 ， 销 见 的 有 下 面 
阅 神 ， 
5.2-2 Jacobi 适 代 法 .假设 4 的 主 对 角 线 上 元 素 aj 二 0 
1 =1.2…n.( 若 有 ai = 0, 因为 4 是 满 秩 的 ， 可 经 妃 等 行 变 
换 ， 得 到 一 个 非 零 对 角 元 的 满 秩 矩阵) , 令 (8) 中 的 A4=D+ 
(4 -DD), 这 里 DD= diag (ar 站 为 对 角 阵 ,村 是 (8) 变 成 
Dx=—(A-D)xtc 


或 X= - D-i(A-D)x+D-ic 
7 
记 c = ;得 jacobi 检 代 过 程 为 
rr. 
kx 
(10， 
或 Xt ~ DD-1CA -Dx + Dic 
将 条 件 (5) 用 于 -总 (4 -已 ) 得 行 知 准则 为 
一 上 <1 j= 1 2， "1 《1]1) 
人 
或 
,人 la;s | < la; ;| 1 =1， 2 打 (12) 
>} ° 


若 有 4 满足 (12)，A4 称 为 严格 对 角 优 势 .此 时 Jacobi 述 代 友 列 
266 : 


收敛 . 

5.2-5 Gauss-Seidel 适 代 法 ， 将 (8) 中 的 4 写成 4= 
-上 + D-V， 这 里 的 DD 同 于 Jacobi 选 代 中 的 九 ， 雹 和 矿 分 别 
是 主 对 角 线 上 元 素 全 部 为 零 的 下 三 角 和 上 三 角 算 了 泗 于 烃 


(8) 成 为 ， 
(D-II)x=Vx+tc 
上] x= (D-DD Vx+ (及 -站 ”ic 


因此 ，Gauss->eidel 和 迭代 过 程 为 : 
MX (有 -了 -7x + (D-DD)-ic 


或 XCn+i) = Difc+ Ly"*tl) + x ™)] 
i— i 名 
E im+1) = 1 (7 _ 3 ay hEt!) 一 yi | 
Qj R= h=-ejti 
(J =1， 2 ***, 1 0; ;AO0) (13) 


将 条 件 (5) 用 于 C= (DD- 二 "1 可 充分 保证 G auss-Sei- : 
del 大 代 收 全 ,但 由 干 这 样 外 理 C 较 麻烦 ， 我 们 可 以 找 出 另外 
一 些 更 简单 的 充分 条 件 ， 可 以 证 明 (12) 就 是 这 样 的 一 个 充分 
条 件 . 

现在 我 们 考虑 Banach 不 动 点 定理 在 微分 方程 上 的 应 
用 . 设 微分 方程 


= fh (14) 


xX (10) = Xo 
其 中 f (x) 在 矩形 域 R={ (1, D1 lt-t <a, lx -xl 二 全 上 
连续 ， 因 而 存在 第 数 CL， 使 得 任意 (t,x) ER 
|f {it, 2)1 CG (15) 
并 有 目 f(t, x) 着 x 满足 李 普 希 北 条件 


图 33 ”和气 形 域 丸 
If G1, xD -f(t x) SK Ix xz (16) 
这 里 KK 是 常数 ， 
5.2-4 定理 (Picard 定 理 ) . 满足 上 述 条 件 的 具有 始 
值 条 件 的 微分 方程 (14 在 区 间 [t。-B,to。+ B66] 上 有 了 唯一 解 . 


其 中 ， p<min{a, 了 二 | 


证 明 设 C(7) 为 区 间 7= [to-B,to+B]J 上 所 有 实 值 过 
续 亢 数 所 成 的 度量 空间 ， 其 放量 定义 为 
d (xy y) = max |x(f) ~- y(t)| 


从 1.5-5 知 C (J) 是 完备 的 ， 


设 C 为 C(J) 中 满足 
|x (#) 一 Xol <<cp (17) 


的 所 有 函数 组 成 的 C (7) 的 子 空间 ， 不 难看 出 C 是 C(J) 的 闭 


子 空间 .由 定理 1, 4-8， C 为 完备 的 ， 
(14) 可 写成 积分 形式 ， 
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(8)a> 伍 o 


图 34 (15) 式 的 几何 解释 
解 曲线 位 于 阴影 部 分 


Xi) 三 Xo + | fir x(n dr 
定义 映射 7， C ->C 为 
{ x(t) 三 Xo 十 | flr, x (7) 1drt (18) 
惠 实 上 ， 对 于 每 个 x(b EC， 由 于 f (fx) 在 R 上 连续 ， 因 此 
Tx(t) 在 /上 连续 .Tx(to) = xo 且 有 
[Tx(t) ~ x = fe, x (Tt) Jdr 


<|, Ew (War 
< 5 | dt=c(l -jh) 委 cA 
因而 ， 7 是 C 到 其 自身 的 上 映射. 
下 面 证 明 7 在 C 上 为 压缩 映射 ， 对 于 任意 x1(?), Xx (1) 


EC ， 由 Lipschitz 条 件 (16) 
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fx -Toa(D| = | Lf Crs x (0)) 
-f(r, x2(7)) Jdr 


<|. |f Cr x1 C7) 

— flr, x7) dr 
<K|. ix — xi(T) dr 
<K (t -to)max |x1(t) 


— x (1)| 
<K Balxi, x2), 
因 此 ， d (Tx, I x;) <K pdr xy X2) 
令 x= 开 1， 则 由 题 设 ，a<1， 故 7 为 C 上 一 压缩 映射 ， 由 定 
理 5_1-3 得 出 T 有 了 唯一 不 动 点 xEC， 即 此 x 是 方程 (14) 在 /上 
的 唯一 连续 国 数 解 ， 并 且 x 为 Eicard 迁 代 
Xn -1 (1)= x +|， f(T, Xx, (7T))drt (n=0,1, 2°) 
(19) 
序列 (xos x1，… ) 的 极限 ， 
最 后 我 们 应 用 Banach 不 动 点 定理 解决 两 类 积分 方程 解 
的 存在 性 和 唯一 性 . 
下 述 形式 的 积分 方程 
x (1) -4) Ku nx(r)dr= 7 (4) (20) 
称 为 第 二 类 的 Fredholm 方 程 . 
5.2-5 定理 (Fredholim 积 分 方程 ) . 设 广 ( 扩 在 区 图 
pd 


La， p] 上 连续 . KU 7) 在 正方 形 域 G = = [ay bXx:uo, 5 上 连续 ， 
因而 存在 基数 0， 使 得 对 于 所 有 (i,7) EG， 1K (t,7) | 


<C， 则 当 J < 产 记 一 时， 积分 方程 


b 
wp K't,t)x(t)dr (21) 


有 了 唯一 连续 解 x( 乃 ， 并 且 国 数 x( 疙 站 迭代 序列 C(xw xb……) 的 
极限 ， 其 迭代 过 程 为 


: 1 
yur (t=V Ut) | K (ty rx, rydr. 


(1 = 0,1, 2°°*) (22) 
证 明 ”在 C[a;5] 上 定义 爱 射 了 为 
: 
1 x (1) | EK(it,r)x{r dr (23) 


由 于 庆 (f)、 四 (4,r) 分 别 在 to, 5] 和 G 上 连续 ， 则 Tx(t; 在 
[a, b] 上 连续 ， 即 TT 是 从 C[a, 86] 到 其 自 身 的 映射 ， 下 面 证 明 
7 为 C[a,5] 上 的 压缩 映射 ， 对 于 任意 x .10), y(t) € Cra, 5]， 
有 

d(Tx, Ty)= max ITx(t) -Ty(t) 


| Kt Dx yar 


= jul max 
1 #4. 上 1 


< max| IK (4, | Ix(r) 


~ y(t)| dr 
ji Cl(b-a)max Ix(rt) ~ yl(r) 
rern F: 


= lu C(b ~a)d(x; ») 
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令 a= ll -aoC. 由 是 设 思 < ， 因 此 a<1, 7 是 


cr 


Cfo b] 上 的 压 委 有 映射 ， 由 Banach 不 动 点 定理 5,1-3 知 , 了 在 
Cfa, 0 上 有 了 唯一 不 动 点 X%( 力 .并 是 %( 思 可 作为 选 代 序 列 (xo 
Xi) 的 极限 得 出 ， 其 适 代 过 程 为 

Xri1(l)= V(t) +a| Kd, T)X, (tT)dr 


(n= 0,1,2, se | 
现在 我 们 考虑 Yolterr: 积分 方程 


x (1) -4| Kt rx)dr= V0 (24) 


5 2-6 定理 (Volterra ! 
积分 方程 》， 设 (1) 在 区 闻 “ 
[a, 6j 上 连续 K (it, T+) 在 三 
角形 域 R={(t,7) la<1<b， 
a<rt<t} 上 连续 ， 则 对 于 每 个 “ 
常数 4y， 积 分 方程 ‘24) 在 [a， 


bj] 上 有 唯一 的 连续 解 x(1)， ° 6 f 
证 明 定义 映射 T:C 图 35 定理 5.2-5 中 天 (t,t) 
[ca, 5]->CLa, 的 为 在 co>0，5 >> 0 时 的 
定义 域 
Tx(t)}y=V {tt) tn] Kd rrr)dr ( 25) 


由 于 开 (br) 在 有 界 闭 域 丸 上 连续 ， 则 天 (7 在 民 上 为 有 办 
函数 ， 即 存在 常数 c 盖 0， 使 得 

IK(t,T)| 过 c 对 所 有 (i, TT) Ek 
对 于 任意 x (t), y(1) ECLa, 0 我们 可 得 到 ， 
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| xb -Ty(t) 1= fa | ees | -ylar| 


< la | le(t,T)) lx(T) ~ y(r)| dr 
| < lu ct ~ Vmax Ix CT) — y(t)| 


= lu| c(t ~ a)d x, y) (26) 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


"x(t) -Ty’t)| < | "en d(x,y) 
(27) 
对 m= 1 时 ，(27) 变 为 (26). 已 证 成 立 . 假设 对 m(27) 式 
成 立 ， 则 对 m +1 有 
If "tix(t) - Tri y(t) 


= la jig D[7"x(r -Try Cn lar 


< Ip | 四 lrcr 二 0” dr dx y) 
1 】 

_ 由 十 1 m+1(t—a)"t+i d 

= a ° (m+1)1 (x, y) 


因此 对 任意 自然 数 %1?，i27) 式 永远 成 立 ， 


令 a， = 网 | re NU 
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d(T"x,T*y) Sao. 
d(x, y). 
对 于 任意 给 定 的 kK， 只 要 mm 充分 
大 就 有 a 三 1， 因而 对 应 的 跨 
射 T" 在 CLa,5] 上 为 压 轨 映 册 ， 
根据 引 理 5.1-6，7 在 C[a, D] 
上 有 唯一 的 不 动 点 x(t) ， 即 x 
( 引 是 积分 方程 (24) 在 [a, 5] 上 图 36 定理 5_ 2-6 中 oo 


的 叭 一 连续 解 。 5b 之 0 时 三 角形 域 民 
习 题 5.2 
1, 设 线性 代数 方程 组 为 
561 一 5 三 了 


一 3 十 1067 一 24 
(a) ” 求 出 准确 解 ， 


(6) 和气 阵 C 满足 条 件 (5) 吗 ?从 x'?)= [1 开始 用 Jacobi 进 代 


计算 x(02、x(2) .并 对 x(?) 求 出 误差 界 , 将 此 误差 界 与 实际 误差 进 

行 比 较 ， 

(c) 应 用 Gauss-95eidel 夺 代 完 成 (0 中 的 运算 。 

2.。 (Gershgoria 定 理 ) 若 数 4 是 一 方 阵 C= (cj;%) 的 特征 值 ， 则 
对 某 一 站] 委 ) 魏 介 有 ， 


(a) 证 明 (C4) 起 可 以 写成 及 b 的 形式 ， 其 中 = 了 ~C， 并 
且 Gershgorin 定 理 和 (5) 式 一 起 列 诅 到 不 可 能 有 特征 值 0《〈 因 而 用 为 
满 秩 ， 即 ，aef 玫 看 0， 于 是 KK x= 有 唯一 解 ) 
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(5) 证 明 从 (5)》 和 Gershgoiin 定 理 可 推出 (6) 式 中 C 的 谱 半 径 
小 于 1 (可 证 明 这 是 适 代 收 义 的 充 要 条 件 以 的 庶 举 径 龙 名 ax 4;|， 其 


中 41， “4, 为 C 的 特征 值 » 
3。《 列 和 准则 》 活 胃 座 最 


di(xy z)= 呈 | 和 一 | 
f= 
代替 度量 (1) .证 明 
5 [Cin | <1 (CK = 1,2.7) 
1 sw ] 


征 迭 代 (6) 收敛 的 充分 条 件 .、 
4 ，《〈 乎 方 和 崔 则 ) 大 用 度量 


1 7 2 


d(x =| TE (1-0) ? | 
代替 度量 (1) ， 证 明 选 代 (6》 收敛 的 充分 条 件 是 


bs cin:<1 
R=-! 


j=1 


5. 车 (5 x) 的 偏 导 数 -人 -在 算 形 域 上 连续 ,证明 f 在 R 上 关于 


第 二 个 自 变 量 x 满 足 Lipschitz 条 件 . (EK= {(x,y) 11a 和 Xb ， 
cyEd} ) 

6 。 对 于 微分 方程 

所 = 1]+x: 
x(9)=0 

永 用 picard 迄 代 (19) ,验证 x ;与 准确 解 中 所 含 f, 1?，,…, +5 的 项 完全 相 
同 ， z 

7， 选 xo = v 用 选 代 法 解 下 列 积分 方程 ， 


人 3 
~ 
ua) 


一 Ce 


x(D) -up| e ‘TWDdr=vt) (pl<D) 

“8。( 非 线性 积分 方程 ) 设 v (1) 和 帮 (1 x(7)) 分 别 在 (ay 0 和 G 
= (a, bx (a, 6)x 呈 上 连续 . 自 民 在 G 上 满足 下 述 形式 的 Lipschits 
条 件 ; 

(Kt,r, x1(T)) — Kt, 7, X27))| |x, - xl 
证 明 ， 非 线性 积分 方程 
x(D -pf Ku r, x (7)) dr=v (i) 


对 任 一 满足 || 过 1AL2~ 的 zy 有 队 一 解 x (1)。 
9 。 积分 方程 同样 可 从 微分 方程 引出 ， 
(a) ， 将 始 值 问题 ， 


dx 
x(t0)= xo 


写成 积分 方程 的 形式 ,并 说 明 古 哪 一 类 方程 . 
(5) .证明 二 阶 常 微分 方程 的 始 值 问题 
| 了 
| = f(t, %) 


x(fo)= xo 
YX (fo) xi 


可 转换 成 一 Volterra 积 分 方程 。 
10。 (Neumann 级 数 ) 定义 算 子 6 为 : 


b 
sx(t)= | K(t,r) xlr)dr 


人 > NNN: ,证 明 (22) 北 泣 


Zr+1=HS Zn 
选 xo 二 v， 证 明 (22) 产 生 一 Neumann 级 数 


x=limxn=vtusvtp sv+ HIS3U + 
前 =o 
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11. 解 下 列 积分 方程 
x (i) -| xn dt=1 


(a) 用 Neumann 级 数 解 《〈 和 参看 习题 10) 
(6) 用 直接 法 解 . 


$5.3 赋 范 空间 中 的 逼近 


通 近 理论 是 一 个 有 着 多 方面 应 用 的 非常 广泛 的 领域 .在 
这 几 节 中 ， 我 们 将 介绍 赋 苑 空间 和 瑟 itbert 空 间 中 有 和 逼 近 理 论 
的 基本 概况 . 

这 一 池 我 们 研究 赋 范 空间 中 的 逼近 理论 遥 近 理论 要 研 
究 的 问题 是 某 类 函数 空间 中 的 了 国 数 如 何 用 其 子 空间 中 的 函数 

一 般 地 讲 ， 由 集 了 中 元 素 通 近 和 中 元 素 ， 我 们 要 考 虚 带 
近 的 存在 性 、 唯 一 性 和 在 某 一 准则 下 的 “最 佳 芝 近 ” 的 结构 
等 问题 ， 

5.5-1 定义 (最 佳 计 近 ) . 设 了 是 典范 空间 X = (X,1.|) 
的 一 固定 子 空 间 ， 对 于 任 一 给 定 的 YEX，x 到 了 的 距离 为 


5= 00 了 )=intlx 一 yj (1) 
车 存在 yo EY, i. 

lx -yol = (2) 
则 称 yo 是 了 中 对 x 的 最 人 过 


从 定义 中 可 看 出 ， 革 佳 逼 近 yo 是 了 中 与 给 定 的 YX 有 最 小 
距离 的 元 素 . 这 样 的 yo 可 能 存在 也 可 能 不 存在 .但 对 于 了 是 
有 穷 维 的 情 议 ， 最 佳 逼近 yo 一 定 存在 ， z / 

5.3-2 定理 〈 最 佳 逼 近 存 在 定理 ) ， 若 了 为 赋 范 空间 
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及 = 的 一 有 穷 维 子 空间 , 则 对 于 每 一 个 x*EX, 必 在 
在 Y 中 对 x 的 最 佳 台 近 ， 
证 明 对 于 给 定 的 xEX， 令 ， 


B={yEY lyl<2lxl} 
则 9€ 2， 因 而 对 于 x 到 B 的 距离 有 ， 


6(x, B\ -ia lx ~ yl<ilx-q = fx 


若 y EY, y¢ B, 则 人 中 六 2 可 ， 日 
lx -yl> ly - ix] > lxl >6(x，B) (3) 


显然 对 y EB 有 ，jx- 放 宇 8 (x，B)， 因 此 ,对 了 于 任意 yE 
恒 有 ， 

jx ~- yl 守 6(x， B) 
由 下 确 界 的 定义 得 ， 

50 Y) = inf lx -J >6(%, B) (9) 


但 B CY， 于 是 

Ol(x, Y )<<o(x, 万 ) (5) 
由 (4) 和 (5) 得 ，6(x,Y) = 6(x,B)， 并 及 由 于 (3) 中 的 
“~>» 车 最 佳 逼近 存在 的 话 ， 必 在 8 中 ,因为 Y 是 有 穷 维 的 
8B 是 7 的 有 界 闭 子 集 ， 由 定理 2.5-3, 8 是 紧 的 ， 在 避 上 定义 
映射 1 : B> 呈 为 

f(y)= lx ~- yl, 
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由 于 范 数 的 连续 性 ， 则 /是 连续 的 .根据 2.5-7，f 在 BB 上 取得 


最 小 值 ， 即 存在 y。€ B， 使 得 
Ix — yol = inf x- yl = 6(x, Y). 
4 BB 
5. 3-3 空 间 CCa, 6)， 对 于 固定 的 x， 今 ， 
Y =opan{lYX,ee, Xl Xt) = 
则 YY 是 CCta,5) 的 n+1 维 的 子 空间 ， 上 由 存在 定理 5, 3-2 知 ， 对 
于 给 定 的 [a, 6) 上 的 一 连续 沙 数 x(!)， 公 存 在 一 个 次 数 最 多 
为 的 多 项 式 P,(t1)， 使 得 对 于 每 一 个 vyEY,” 有 ， 
,max [x (1) 一 已 (| <max Ix(f) — y(t)| 


5.3-4 ”多项式 . 在 存在 定理 5. 3- 2 中 ， 了 为 有 穷 维 的 条 
件 是 必要 的 ， 事 实 上 ， 令 了 为 | 0, | 上 次 数 任意 的 所 有 多 项 


式 组 成 的 集 . 则 Y 是 C|0， 上 | 的 一 个 子 空间 ， 有 dimY = 


对 于 x(D = 一 一 -一 -EC|。， ,|， 存在 ys。=1+t+*+1"CEY, 
使 得 om ee) 即 o(x, 了)=0， 显 然 ， 对 于 任意 


ycE7Y. lx - 儿 x 关 0， 故 最 佳 禹 近 不 存在 ， 

现在 我 们 来 考虑 最 佳 台 近 的 唯一 性 问题 .从 观察 两 个 例 
子 开 始 ， 

【 例 1】 若 式 = R， 为 s15? 平 面 (Sa 0). 则 对 给 定点 
Xo= (5525 53)， 上 中 的 最 佳 逼 近 是 yo = (1 3， 0)， 上 且 xo 到 
上 的 距离 为 5= 上 ;| . 这 里 的 最 佳 和 逼近 是 唯一 的 ， 

【 例 2】 设 和 = (人 10 为 有 序 实数 对 的 向 量 空间 X 
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三 { (51,62)}， 其 江 数 定义 为 (参看 图 20) 

= lSil + |Eal (8) 
Y={y= (61862)| £1= £6}， 有 取 x= (1, -1) 
则 对 所 有 的 YEY。.。 y= (7,7) 有 

[x~y|1= It -7 + |1-1~-7| 守 2 
因此 x 到 了 的 距离 6(x, Y) = 2, 并且 凡是 满足 9 所 1 的 y= (7， 
?7) 均 为 了 中 对 x 的 最 佳 逼近 . 

该 例 表 外 即 使 这 样 简单 的 空间 其 最 佳吉 近 也 不 是 唯一 . 

的 . 


图 37 例 2 中 在 范 数 (6) 下 的 最 佳 逼 近 集 
从 例子 中 我 们 观察 出 最 佳 芝 近 集 是 是 的 . 不 仅 如 此 ， 吓 
性 与 最 佳 逼 近 的 崔 一 些 也 世 有 联系 的 . 
首 爷 让 我 们 回顾 8 3.2 中 四 集 的 定义， 癌 量 空间 的 子 
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集 好 称 为 凸 的 是 指 ， 对 于 任意 y、z EMM， 闭 线段 
W={y=ayt+ (ll-a)z!} (0 委 &< 委 1) 

为 性 的 子 集 . 7 与 = 称 为 所 的 迎 算 后 ， 矿 的 其 他 点 称 为 丈 的 内 

所 (参看 图 38) 


凸 入 上 和 集 
图 38 由 集 与 非 凸 集 : 
5.3-5 引 理 (性 ) .在 四 范 空间 (和 X，| 中， 子 空 
间 了 中 对 给 定点 YE 和 的 最 佳 逼近 集 杂 是 西 的 ， 
证 明 车 1 为 空 集 或 章 点 集 ， 显 然 冯 是 廿 的 . 现 设 导 的 
元 素 多 于 一 所， 令 0 = 0(x, Y). 则 对 y， 2 和 钵 有 ， 


lx -可 = jx=- 了 = (7) 
我 们 证 明 (7) 蕴涵 
矿 =cy+t(1-a)zEM， (0 委 & 委 1) (8) 
事实 上 ， 由 于 wE7Y，jx- 思 关 9, 另 一 方面 
lx -wi = la(x—-y) + ( -a) (x—2z)| 
<alx—-y|+(i-a) lx—2l 
=Q06+ (1 -a)0=0 


因此 ，jx- 岂 =6. 即 wEMM. 因为 y.zE 财 征 任 意 的 ， 从 而 
证 明了 MM 为 凸 集 . | 

如 采 回 时 存在 儿 个 了 对 x 的 最 佳 和 逼近 ， 那 么 由 引 理 可 知 了 
与 闭 球 


B(x,6) = {v1 xl <9} 


必 有 一 公共 线段 矿 , 显 然 玉 在 闭 球 的 界面 $ (x,6) 上, 而 且 , 对 
于 每 一 个 wuE 政 ， 对 应 着 唯一 的 u=0-5(u ->x) ， 其 范 数 为 
lv = lw -xl /6 =1， 这 意味 着 由 (8) 给 出 的 每 一 个 最 佳 盘 近 
在 单位 球面 {x 上]x| =1} 上 对 应 唯一 的 o. 
由 此 可 见 ， 为 了 得 到 最 佳 站 近 唯 一 性 的 条 件 ， 必 须 排除 
使 单位 球面 能 包含 直线 段 的 那 种 范 数 ， 
”5.3-6 定义 《严格 凸 性 ) ， 严 格 凸 性 的 范 数 是 指 这 样 一 
种 范 数 :对 于 所 有 邯 数 为 1 的 x, y， 上 日 Xx 到》 ， 有 
Ix + yl <2 
具有 这 样 学 数 的 典范 空间 称 为 严格 吓 的 赋 范 空间 ， 
5.5-7 引 理 〈 严 格 凸 性 ) 
(a) Hilbert 空间 是 严格 凸 的 ， 
(5) ”空间 CCo, 5 是 非 严 格 凸 的 . 
证 明 (a) . 对 于 范 数 为 1 的 所 有 x,y， 且 x 六 yy 。 有 
jx ~ 省 = ae 盖 0， 由 平行 四 边 形 等 式 得 . 
[x+ y= -|x- yl?*+aClxl? + ty]? 
= -Qa*+2(1+1)<4 
因此 ， le 由 <2， 


(6) 车 Cro 所 中 取 2 CD = x2(t) = 二 则 , lx 
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二 jxz| = X11 字 X?， 但 十 ， 


上 xi + x2l = rax 
t €La.b) 


因 紫 ，C ca, 0 是 非 严 格 钙 的， 
5,3-8 定理 〈 最 佳 台 近 的 唯一 性 ) .在 严格 上 的 赋 汇 
空间 了 基 中 ， 已 知 子 空间 YY， 则 了 中 对 每 个 给 定 xE€X 的 取 佳 通 


近 至 多 有 一 个 . 
证 明 ， 用 反 证 法 证 .车 了 中 对 x 有 两 个 最 佳 副 近 y 和 z， 
且 » 玛 z。 则 ， 


oO<ly-zl<ly-xl+ lx-zl=20 
% 一 2 


于 是 0>>0， 令 71 = 一 VU; 二 5 有 


lvl = lo = 1，vi 友 vw， 由 引 理 5. 3-5， 
记 (y+2) 也 是 最 佳 囊 近 ， 因 此 , |x -二 (y+2)| =6 


上 + oz = 了 jx ~ Cy +2 =1， 即 
lul +vz| = 2， 这 与 藉 是 严格 凸 空间 了 矛盾， 故 证 得 上 对 共有 至 
多 存在 一 个 育 佳 逼近 . 


由 定理 3. 2-1 和 引 理 3. 2-3， 我 们 得 出 下 面 的 定理 . 
5. 5-9 定理 (Hilbert 空间 ) . 在 讶 ilibert 空 间 志 中 ， 
对 每 个 给 定 x 与 每 个 已 知 的 刁 的 闭 子 空间 Y， 则 Y 了 中 对 x 的 最 
佳 冯 近 唯一 存在 。〈 即 是 y= px，p 是 有 耳 到 Y 的 投影 算 子 ) ， 
习 题 5.3 
1。 车 (和 d) 为 一 度量 空间 ， 了 为 邢 一 紧 子 集 ， 则 节 中 对 每 个 
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x 人 区 均 有 一 最 佳 逼近 y， 

2，《 五 冰 数 ) 一 国 
数 三 天: -> 玉 称 为 凸 的 ， 
若 它 的 定义 域 D(f) 是 凸 
集 ， 而 且 对 所 有 u，vE 


D(f)， 有 ， 

f (hut+ (1—A4) 
v) Af (vy) + (1-h) " " 
f(v) 其 中 0 委 / 委 1 图 39 关于 单 变量 ! 的 了 凸 国 数 / 


设 f 是 赋 范 空间 所 的 有 穷 维 子 空间 ， {ei,"…,es} 是 了 的 一 个 
基 .对 于 辕 定 的 xG 慰 ,定义 国 数 /为 


f (0)= Ix -aieil Q= (QQa)， 
1 = 


证 明 消 数 f 为 凸 的 ， 
3. 证 明 由 (6〉 定义 的 范 数 不 是 严格 凸 的 


4， 在 范 数 (6) 下 , 试 确定 单位 闭 球 B 上 与 点 x= (2, 0) 的 距离 为 极 


小 的 所 有 点 y ,并 确定 极 小 什 >，〔 注 ，B 的 球 心 在 原点 ) 
5。 所 有 有 序 实数 对 构成 的 向 量 空间 ， 其 范 数 定义 为 
上 = max(| 11， 1é21) 
证 明 此 范 数 是 非 严格 十 的 ,并 画 出 单位 球面 
6. 证明/! 不 是 严格 屿 的 《可 以 证 明 1?， 且 p>>1 时 是 严格 凸 的 ) 
7. 车 在 赋 范 空间 中 ， 子 空间 Y 中 对 x 的 最 佳 交 近 不 唯一 时 ， 证 胞 
x 有 无 穷 多 个 这 样 的 景 佳 避 近 ， 
8. 证 明 ， 若 一 范 数 的 严格 凸 的 ， 则 ， 
xl = |yl = 1 且 x 大 y 列 涵 对 所 有 0 过 a 过 1 有。 
lax+ (1l~a) yl|<1 
并 证 明 这 一 条 件 对 严格 凸 性 也 是 充分 的 ， 
9. 证 明 ， 若 一 赋 范 空间 天 为 严格 凸 的 , 则 ， 
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[x+ y= jx) + yl {x0, yO) 
其 洱 对 某 实数 C 有 x= Cy. 
10. 延明 习题 9 中 的 条 件 对 严格 屿 性 不 仅 是 必要 的 而 且 是 充分 
的 . 妈 ， 若 条 件 对 中 所 有 非 零 的 x 与 y 均 成 立 ,. 则 XX 为 严 将 目的 ， 
11, 向 量 空间 义 中 同 集 表 的 端点 是 这 样 的 点 x，x€ MMH， 但 x 不 是 
线段 多 二 讶 的 内 点 . 试 证 明 ， 车 半 是 严格 凸 的 荆 范 空间 ， 则 守 中 单位 
球面 上 的 每 一 点 均 是 么 中 团 单 位 球 的 端点 


S5.4 一 臻 逼近 


根据 需要 ， 选 择 不 同 的 范 数 会 得 到 不 同 的 通 近 ， 一 致 逼 
近 契 指 按 Cfc, po] 上 的 花 数 


Ixi = max (| 


”得 到 的 遏 近 ， 


本 节 考 虑 实 空间 Cf c, 65] 的 n 维 子 空 闻 中 对 x €Cfa, b] 
的 最 佳 逼近 的 瞧 一 性 . 

5.4-1 定义 〈 极 值 点 ) . 设 xEC[opjteckc Do 称 为 
x(1) 的 极 什 点 是 指 ， |x(io)| = bxl. 

由 人 fa， 0] 上 范 数 的 定义 ;在 x 的 极 值 点 to €[a， bj, jx 
有 极 大 值 . 

5.4-2 定义 (Haar 条 件 ) . 设 了 是 实 空间 CLa, 旭 的 n 
维 子 空间 ， 若 每 一 个 YE 了 ，y 关 0， 在 [a; 如 中 至 多 有 nn 一 1 个 
零点 ， 则 称 了 福 足 Haar 条 件 ， 

为 方便 起 见 ， 我 们 证 明 与 中 aar 条 件 等 价 的 一 个 条 件 . 

5.4-3 引 理 ，” 维 子 空间 了 过 Cf[c, 满足 Haar 条 件 等 
价 于 对 每 一 基 {yb …， yc 和 区 间 Lo 0 中 任意 2 个 不 局 的 
把 1 "ty 均 有 


285 


fy yats) It) 
Yy2 C11) ya(1:) 8 yf.) 


关 夫 种 


0 (}) 
yr C1) yn (ls) S80 ya (fs) 


证 明 任 一 yEY 可 表示 为 y= 忆 asyu， 子 空间 Y 满 足 


Haar 条 件 当 且 仅 当 对 每 一 y= 习 asys 车 在 了 =[asb] 中 有 + 


个 或 多 于 n 个 的 零点 tt,，……, 则 y=0， 意 即 齐 次 线性 方 
程 组 


yl;) = say (ti) =0 (7 = 1, 2, **",1) (2) 
轧 一 | 


有 唯一 零 解 a1 = 4s;=…=a,=0 

而 齐 次 线性 方程 组 (2) 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 行列 
式 (1) 不 为 零 ， 

由 下 面 引 理 可 得 出 Haar 条 件 是 最 佳 带 近 唯一 性 的 充分 
条 件 . 

5.4-4 引 理 〈 极 值 点 ) ， 假设 实 空 闻 CLa, 5j 的 n 维 子 
空间 7 了 满足 Haar 条 件 ， 对 给 定 的 YEC[ap] 和 YE ， 如 未 
芒 数 x y 极 值 点 的 个 数 少 于 n+1， 则 y 不 是 了 中 对 x 的 最 佳 

证 明 由 假设 妾 数 v = x ~y. 有 m 志 ?个 极 值 后生 ，…， 
tf。， 若 m 之 n， 可 在 Fa.0j 中 选 出 点 fat4 加 上 去 使 2 修 
点 ff 互 不 相同 .由 于 了 了 满足 Haar 条 件 .根据 引 理 5. 4-3， 
对 于 这 ”个 点 和 Y 的 一 个 基 {tyb ”yj，(1) 式 成 立 。 因 此 非 
齐 次 线性 方程 组 
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pyr) Vt) (f=1;2.n) (3) 


有 了 路 一 解 Pi， “or, bp:. 利用 此 解 定 义 
yo= Piy1t en + Hey 


和 
y = y+ey 

我 们 证 明 对 一 充分 小 的 ec， 函 数 斑 = x - y 满足 (4) 
< 


因而 y 不 可 能 成 为 Y 中 对 x 的 最 佳 逼近 ， 

在 (由) 的 极 值 点 1,…, 1,.，|V(t;)| = 上 1 由 题 设 极 值 
扩 的 个 数 m 达 mn， 因 此 ，() =x(t) -yy(4) 专 0， (因为 否则 
有 无 穷 个 极 值 点 ), 于 是 上 | 污 0. 由 (3) 及 yo 的 定义 知 ;: (tf);) 
= yo(i;) 关 0， 根 据 (1)| 和 |yo (1)| 连续 ， 对 于 每 个 1;， 均 
存在 邻 域 N;， 使 得 在 N=NiUN:U…UN, 中 ， 有 


p=inf VCD| >0, int ly | > zl >0 


(5) 


县 对 于 所 有 的 1EN， ”党 ( 六 >0. 干 是， 


Yo) -job ~inf lyolD| 1. 
PD Dl > DT > 到 对 于 所 有 


1EA . 议 Mo= sup yo( 人 | ， 则 对 于 每 个 正 的 :<p/Mo， 及 
每 个 !1€ 入， 得 ， 
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因为 ， 玉 =x- y =x-(y+em)= 太 -ayi， 利用 上 述 不 等 
式 ， 可 看 出 对 所 有 的 1€N， 与 0<e < 


PD) = Vt) -py 


= IV (DI (1 -ep ) 


e 
<WI(1-£)<In (6) 
男 一 方面 ， 在 余 集 K = [co 5b] -NN 上 ， 令 
M'= > .由 [yo (2)| M = Sup I (Cf)| 


由 于 入 包含 了 VY (i) 的 所 有 极 值 点 ， 因 此 ， 
MM: 达 上 有 上 且 可 写成 

IVE = M,+. 其 中 7 >>0， 
选取 一 正 eE<TV/MI， 于 是 eMi<y7 且 对 所 有 的 1E 天 有 ， 


VD < OD) +e Jyo Ct)) 
<M,+eMi< pr. 
到 过 min{4/Mos /Mi), 利用 上 述 不 等 式 和 (6) 并 对 1 


(1) | 在 [os 5 上 取 上 确 界 ， 因 此 得 到 ,| 产 |< jl 
利用 这 个 引 理 ， 可 得 出 最 佳 逼近 的 唯一 性 定理 ， 
5.4-5 Haar 唯一 性 定理 (最 佳 珊 近 ) . 设 Y 是 实 空间 


288 


C[a.o] 的 一 个 ?2 维 子 空间 ， 则 了 中 对 每 一 个 xECr[o bo 的 最 
佳 遇 近 为 唯一 的 充分 且 必 要 条 件 是 了 满足 下 aar 和 条件， 
证 明 . (9)，, 充分 性 ， 设 了 满足 Haar 条 件 , y1 EY 与 y:€Y 
辣 为 其 国定 xECkc bo 上 昌 (xxEY) 的 最 佳 和 逼近 , 令 ， 
V1i= XX- yi V2= Xx-— yy) 
则 。， 上 | = Vol = 0, 其 中 0 为 x 到 Y 的 距离 .由 引 理 5。3-5， 


y= = (7y1+ yz) 亦 是 了 中 对 x 的 最 佳 站 还 , 设 


1] 
=x yt Vt) (7) 


根据 51 理 5,4-4， VV () 至 少 有 n+1 个 极 值 点 ti,*…*,1,;，， 且 
PO) = Y=6.m VY; (| lr =6(8=1,， 2), 由 (7) 
有 
Vt)| = |2V (0,) ~ V(t,) | 
宕 2 |V (1;)| -~ IY; (,)| 
| >26-6= 6. 
从 而 ， IY 1(t;))| =0, 同 理 ， |V;(t))| = 0. 
由 (7), V1(t;) 与 V(t;) 符 号 必 相 同 ， 即 ， 
Vi(t;) = V(t;) = 0 或 一 0,. (7 =1.2 1 十 1) 
这 强 铀 Yi- = 天- 六 在 La 的 中 有 2+1 个 零点 ， 由 于 了 满 
足 典 aor 条 件 ， 因 此 ，yi-y =0. 即 yi= y%， 了 唯一 性 得 证 . 
(b) 必要 性 ， 假 设 了 不 满足 媚 aar 条 件 ， 我 们 来 证 存在 
X(t) ECLa, gj 其 最 佳 逼 近 不 唯一 . 
因为 假 反 Y 不 满足 Haar 条 件 ， 由 引 理 5，。4-3 必 存在 了 的 
一 个 基 { yy …;y:} 和 [a, 5 中 的 n 个 值 生 ,…, +t, 使 得 (1) 中 的 
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行列 式 为 零 . 因 此 齐 次 方程 组 


rty (CN) +t rove, (ti) tore Troy (ti) =0 R= 1, "ny 


有 非 零 解 0 "743 利用 此 解 ， 对 任 一 y = ay EY 有 ， 


Srv) = Hos | Drv)|=0 
一】 = 1 1 一 1 


由 于 (1) 中 行列 式 为 零 .所 以 转 置 方程 组 
Biyi(t,) + Beye lt;) + 加 +DyGi)=0(0=1.2…77) 


亦 有 非 零 解 81…, Bs, 利用 这 一 解 ,定义 y。= > Buy, 则 yy， 


0 (因为 yb …y， yy， 线性 无 关 ) ， 上 且 ，yo (得 )》 = 0,7=1,.2*91) 
到 一 数 4 满足 | 4yof 三 1, 设 2 ECLa, ozj =1, 且 
-1 大 ri<0 
2 | 1 ”者 r ,> 
定 XXECfac bj] 为 
x(t) =2z(t) (1 -| A4yo (0)|) 
由 了 yo =0， 则 x(1)) =2(fy) = Sgnrj. 且 
jx =1. 我 们 证 明了 中 对 x 的 最 佳 逼 近 有 无 穷 多 个 . 
事实 上 ， 因 为 ， lz (| ll=1, My 和 人 yl 入 b 
所 以 ， 对 于 每 个 eE[E -1 1 有 
| 六-s4yo 人 nb 
< lx CD + Jeyo ld)| 
= |z(D) (1— |Ayo0(t)|) + Jed yo ht)) 
<1— liyo (Dl + lel lA4yo (| 
=1— (1— 人 yo 人 | 1, 
如 果 我 们 能 证 明 
lx- 诈 宇 1， 对 任意 yY EY : (9) 
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成 立 ， 则 每 个 24yo 人 (le Ef[ -1,1],) 就 是 革 到 Y 的 最 住 通 
近 ， 
若 (9) 不 成 立 ， 那 么 , 必 在 在 yEY， 使 得 |x - y| <1 
由 于 [x (1) -yy (1)|< lx 一 yy 之 1 及 其 x (4) = Sgnrj = 土 1， 
则 y(t) 天 0 且 ， - 
Sgny (Ct,) = Sognx(t;) = Sgnr, 
因为 有 些 r; 才 0， 于 是 ， 


> rj; (tj;) = 人 |y (7)| yognr) 


= 习 ml |y (| #0. 


这 与 条 件 (8) 刻 盾 , 因 此 (9) 必 成 立 ， 

若 Y》 为 次 数 不 超 过 n 的 所 有 多 项 式 与 多 项 式 y=0 组 成 的 
子 空间 ， 则 ，dimY =”+1, 有 旦 了 满足 Haar 和 条件. 因此 有 下 述 
定理 ， 

5,4-6 定理 (多 项 式 ) , 设 Y ,是 Cfa,5b] 中 由 y= 0 和 所 有 
次 数 不 超 过 1 的 多 项 式 构 成 的 子 空间 . 则 Y 中 对 每 一 个 x EC 
fas 5 的 最 佳 和 逼近 是 唯一 的 ， 

此 定理 表明 :， 一 般 情况 下 不 能 保证 最 佳 通 近 的 唯一 性 ， 
但 是 多 项 式 逼 近 有 唯一 性 .多 项 式 之 所 以 有 这 样 特别 好 的 性 
质 ， 是 由 于 它们 满足 占 aar 条 件 ， 

以 上 是 在 理论 上 研究 了 一 致 逼近 的 回 题 . 下 面 我 们 考 虚 
Cfa.o 中 国 数 x 人 的 最 佳 逼 近 的 形式 .一 般 情 部下 这 是 一 个 
很 困难 的 问题 ,我 们 这 里 只 芳 虑 一 个 简单 而 非常 重要 的 古典 
例子 ， 
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求 Y=Span{fyoy ey yr} Yi) = 这 (=0 1 2 
fi 一 1) 对 CL -1 1 中 鸭 数 x (1) = +" 的 最 佳 逼近 y， 

即 由 一 个 次 数 小 于 ?的 多 项 式 y 通 近 [ ~1,1] 上 的 xX()= 人 ,这 
样 的 多 项 式 y 可 与 成 ， 

有 =a tri ass fr w+aoiE[-1 
1j. 因 此 z = x 一 y 有 如 下 形式 

z(t)=t"—- (gy 1 i! tar, fT to 
+ ao fcGL-1.1j (10) 

“是 一 个 n 次 多 项 式 , 其 首 项 系数 为 1 且 1z| = lx -外 是 x 到 了 的 
中 离 ,因此 我 们 的 问题 就 等 价 于 : 在 所 有 次 数 为 n 且 首 项 系数 
为 1 的 多 项 式 中 求 一 多 项 式 z, 使 其 在 所 考虑 区 人 间 [ - 11] 上 与 
0 有 最 小 的 极 大 偏差 ， 为 此 我 们 3j 进 下 述 概 念 、 

5.4-7 定义 (交错 集 ) . 设 Y 是 实 空间 CLa, 5] 的 子 空间 ,> 
EC[fa bj,yEY .点 集 {fo, ,fi}CTLa, blHio<ti< it 
若 x (tj;) ~y (tj) 在 相 邻 的 点 tj 交错 地 取 值 + |x- 让 和 ~jx =- 
> 则 称 点 集 {t … 反 } 为 国 数 x ~ 的 交错 集 ， 

从 定义 中 可 看 出 交错 集中 的 点 均 为 5.4 -1 所 定义 的 极 值 

下 述 引 理 指 出 了 交错 集 的 重要 性 ， 若 x -> 存在 一 充分 大 
的 交错 集 ， 则 y 是 了 中 对 x 的 最 佳 有 逼近. 

5. 4-8 引 理 (最 佳 逼近 ) 设 Y 是 实 空间 CLa, b] 的 n 维 子 空间 
日 满 足 恕 aoar 条 件 5.4- 2 给 定 xEC[o, 5]. 设 yEY 且 xy 在 
La,b] 上 有 一 含 % + 1 个 点 的 交错 集 ,. 则 y 是 了 中 对 x 的 最 佳 台 近 ， 

证 明 . 由 定理 5.3-2 和 5.4-5 知 YX 到 了 Y 里 的 最 佳 通 近 唯 一 在 
在 . 若 最 佳 并 近 不 是 y 而 是 另外 内 yo EY 了 , 则 

|x- yl> lx-yd 
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的 数 
Yo ~ y= (XxX~y)— (xX— Yo0) 
与 x ~ y 在 这 n +1 个 极 值 点 上 有 相同 的 符号 ， 这 是 因为 x… 在 
这 些 点 的 值 等 于 土 | x -= 外， 而 右边 的 另 一 项 x -~ yo 的 绝对 值 
不 会 超过 |x ~ yo 而 严格 小 于 |x - yi .这 表明 yo-y 在 这 w+1 
个 点 上 交错 取 正 和 人 负 . 因 而 yo ~ y 在 [o, 趾 中 至 少 存在 n 个 零点 
这 与 YY 满足 及 aar 条 件 逆 盾 , 因 此 y 必 为 Y 中 对 x 的 最 佳 帝 近 ， 
要 想 利 用 上 述 5| 理 求 出 x = 妇 到 了 的 最 佳 有 逼近.(10) 中 的 z 
(六 应 具有 一 个 含 a+ 1 个 点 的 交错 集 . 这 使 我 们 联想 起 图 数 
1 一 CoSsl (11 
当 9 在 [0, xz] 上 变化 时 ,! 在 [ -1;1] 上 变 此 ,. 鲍 数 cosn0 在 [0, zx 
上 有 2 +1 个 极 值 点 ， 依 次 交替 取 值 土 1. 因 此 cos (arccost) 在 
[ -1,1] 上 存在 一 售 n +1 个 点 的 交错 集 , 我 们 希望 cos (afcecos 
1) 帮助 解决 上 述 问题 ， 其 前 提 *os (arccost) 能 号 成 的 n 次 多 
项 式 的 形式 .下面 我 们 证 明 
cos10 =2"-1 cos "0 + 5 Bs,; cos'0 (B,; 为 常 
数 ) (12) 
证 明 ,利用 Demoivre 公 式 ， 


(cost+,sing)" = cosn0 + 1 sinngd 


将 左 端 用 二 项 式 定 理 展 开 ， 等 式 两 边 的 实 部 应 相等 ， 得 ， 
coshg= CIcosy -Cicos 20sin20+C4cos tsins + ee 


+(—1)*Crtoos ™ kin:*0 (# - [z|) 


= c05"0— Cicos™20(1 -~ cos0) 


+ (Cicos 0 — cos 0) ?+ es 


+(—1)*C2tecos®*-240(1 ~ cos20)* 
z 了 
cos "0 的 系数 =CY+CITC TO = [3 


(由 Cy1= Ce + Cts CtOit COCs-i+ LL 
+tCa=i=2 


因此 (12) 成 立 ， 
0 7 0 7 ， j 


n=1 n=2 : 3 


图 40 ”cosn9 在 [0，x]j 上 的 n 二 1 个 极 值 扩 ，。 
5 4-9 定义 (Chebyshevy 多 项 式 )， 称 函数 
了 (四 = cos (narccos) tfEf -1，1] 
(2 =0 1 2…) (13) 
为 第 一 类 n 次 Chebyshev 多 项 式 . 显然 有 
Tt)=t" -Ct ?21-12)+Cat' (1 — 1)? 


te t(—1)rC2rt" 1 -to ks [到 | 


由 cos (n+ 1)0+ cos (一 1)0=2cos0cos1ib 
可 得 递 推 公式 ; 
Tiy(t) + Ti(t) = 217 , (1) 
于 是 依次 可 推出 下 列 各 次 Chebysher 多 项 式 ， 
LoCf1)= 1 11(1)=1 
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Tf)= 2t2-1 TT, (4) = 41° ~ 3t (14) 


了 (让 | T(t) = 16t5 ~ 2013 4 S51 es 
(8 一 /一 |)| 
li t a i nny 
(1) = LS 1) in- 27)1 《2 2 
(n= 1 ,2°"*) (15) 
5.4-10 EN 


{ (1) - jr f(t) = 


二 mi-T C08 (na rccosy ) 


(4 之 1) (16) 
定义 的 多 项 式 在 [ -1，11] 上 是 所 有 次 数 为 /、 首 项 系数 为 1 
的 实 多 项 式 中 距 0 有 最 小 的 极 大 偏差 . 即 x = tf" 到 Y = Spen{1， 
i,…t"!} 里 的 最 佳 副 近 为 


y (0 = %(1) ~ siT, 0) 


(17) 
2 T3 ,1 7 “7 隐 
A z =A | | ek 
(-1 VA / 11 f 
1 Tr 
\ 六 
| 
| 
WEXWY 


图 41 Chebyshev 多 项 式 T1,，T,,， Ts, 了 7， 
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习 题 5.4 

1， 若 了 为 CE[ac，8] 的 一 2 维 子 空间 且 满 足 Haar 条 件 . 证 明 将 了 
的 元 素 限 制 到 [c，0] 的 任意 由 ?个 点 组 成 的 子 集 上 ， 仍 构 成 一 n 维 向 
量 空 间 ， 

2。 设 xi (1)=1，x2(t)=1?。 车 Y =Span {xi，xX23j 
”看 成 4e) C[L0， 菇 的 子 空 间 ， 

(56) CC[- 1，T 雪 的 子 空间 
问 了 满足 Haar 条 件 吗 ? 

3。 证 明 ,n 维 子 空间 Y = Span {yi…， ya} CCra，b] 
满足 Haar 条 件 当 且 仅 当 对 于 任意 # 个 不 同 的 ti;E€La，6]，(= 站， 
n)n 个 问 量 ， 

vi=Lyi(tji), ***, Yn ‘tj;)] (7= 1, 2, "1) 
成 一 线性 无 天 集 ， 

4 。 设 YY 是 C[a，5] 的 tn 维 子 空间 且 满 足 Haar 条 件 。 对 任 一 xE€ 
Crca,6), 若 vyE 了 Y 是 使 得 x 一 y 在 [a，5jJ 中 的 n+1 个 依次 相 邻 的 点 的 值 
交替 取 正 与 负 的 元 素 。 证明 从 x 到 上 里 最 佳 逼 近 的 距离 6 不 会 小 于 x ~ 
y 在 这 4 +1 个 点 处 其 绝对 值 最 小 者 ， 

5。 在 C[0，1] 中 试 求 了 = Span {1，t} 中 对 函数 xD =e ! 的 最 
佳吉 近 . 并 与 给 定 的 线性 Taylor 多 项 式 1+t 进 行 比较 。 

6. 求 x(1) =3+1?，1EL[ ~1，1] 的 二 次 多 项 式 的 最 佳 吾 近 yo， 
其 极 大 偏差 为 多 少 ? 

7 证明,(t) 的 所 有 零点 为 实 的 、 单 根 、 并 位 于 [ ~ 1，1j 中 ， 

8 证 明 : 了， (的 任 二 相 邻 的 零点 间 存 在 二 -1 (1) 的 一 零点 。 

4。 征明 ， 了 (六 与 1(f 被 有 公共 零点 ， 

10. 证 明 ， 在 空间 LE - 1，1] 中 ， 函 数 集合 


{ (1 一 1?)~#T,(f)} 是 直 交 的 ， 即 
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| (1 -1 六 (1) Ta (tdt=0 (mny 
并 证 明 若 m= n= 0 时 积分 值 为 =， 
$5,5 Hilbert 空 间 中 的 逼近 


在 ilbert 空 间 中 对 任 一 给 定 的 x 和 一 闭 子 空间 YY,，Y 中 
对 x 的 最 住 逼近 唯一 存在 (参看 定理 5.3-9) . 本 节 给 出 最 
佳 逼 近 以 及 x 与 其 最 佳 和 逼近 y 之 间距 离 |lx- 旬 的 Gram 行列 
式 表 示 ， 

这 YY 是 Hilbert 空 间 肪 的 n 维 子 空间 ， 由 定理 2, 4-2 知 其 
完备 ， 从 而 了 是 五 的 闭 子 空间 . 根据 定理 3. 2-5， 


H=Y@BZ (Z = YY}:) (1a) 
因此 对 每 一 个 x€ 玉 ， 有 ， 

X=y+2 其 中 z= (x-》)Ly, (15) 
是 《xX—-Yy, y>=0, 


这 里 的 y 是 了 中 对 x 的 最 佳 帝 近 ， 令 1y1，…，3 4,} 是 Y 的 一 个 
和 二 QIY1I 十 二 Cn (2) 
因为 YX 一 3 上 上 了， 于 是 有 
Yi X—-Y>= Yj, X 一 全 | QVe>=0 
k=1 


即 得 到 一 个 含 n 个 未 知 量 的 x 个 方程 的 非 齐 次 线性 方程 组 . 
ou<Ky Y1> + + QCYyj, Y= 《Yi X> 
(1 = 1,°**, 7) .9) 


其 系数 行列 式 为 
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9 Yi 《yl 927 se 319 3 
《ys VI> 《ya V3 ee 《3129 Ya 


可 日 让 下 学 生起 


G (yy, os Yi) = 


CY 9 VD CY og V2> oY as 了 > 
宙 于 y 存 在 且 唯 一 ， 则 方 程 组 (39) 有 唯一 解 ， 因 此 ， 
Gy yo) 二 0，G Ce ) 称 为 yt， ye 的 Gram 行 
列 式 .可 简 记 作 C， 
由 Gram 规 则 ， 将 的 系数 可 表示 成 


Qj;=Gi;/G ， 其 中 G 是 (4) 中 G 的 复 共 先 ，G ;是 G 中 第 i 


<yi, X7> 
列 用 


代替 所 得 的 行列 式 


Cy ,, X> 


现在 我 们 来 考虑 x 与 共 Y 对 x 的 最 佳 逼近 y 之 间 的 距离 
fz| = lx -名 的 Gram 表示 ， 首 先 有 下 面 定 理 . 

5.5-1 定理 (线性 无 关 ) Hilbert 空间 万 的 元 素 y1， 
…，y,， 构 成 末 中 一 线性 无 关 集 的 充分 必要 条 件 为 

Gy 。…， yy) EO0. 

证 明 ”必要 性 由 前 面 的 讨论 已 证 明 . 现 只 证 充分 性 ， 假 
设 G (yi，…，3 关 0. 证 {y1，…，》 :线性 无 关 ， 用 反 证 
法 证 ， 若 {Lyi，…，yv 线性 相关 ， 则 其 中 必 有 一 加 量 》 是 其 
他 向 量 的 线性 组 合 , 因 而 G (yi1，…，y 小 的 第 7 列 是 其 他 各 列 
的 线性 组 合 ，G (yi1，……，y:) =0, 这 与 假设 G (yl，**…*，y:) 
“0 予 盾 。 从 而 证 得 {y1，*…，y.} 线 性 无 关 ， 

5.5-2 定 理 (距离 ). 设 Y 是 Hilbert 空 间 电 的 n 维 子 空 
间 ，{yw YY 是 的 一 个 基 ， 则 x 与 其 YY 对 x 的 最 佳 晕 近 
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>》 的 距离 zi = [x ~ yl 可 表示 成 


| 12= 2 Yl Ye 


G (yi ‘0 Yn) (5) 


《<X, x> <X， YI1> 逢 市 囊 CX, Ys? 
这 里 ， Gr (x%, Yiy ‘00 Yn) 一 《yi X7> <yi y17> mae Cy Y 1> 


CY KX> CY Yi> 机 《yn ya 
证 明 因为 X*= y+z, 《<y，2z>=0， 则 ， 
lz ?= <z, 2> = Cz, 2> + Ly, 2z> 
= 《XX， X— Y= 《xX, X> ~ <X, 2 OYs> 
k= 
这 可 写成 
ex, 办 -ie yD x, y>=0 
(6) 
由 (3) 有 
Yi XOILYj VI ~ QLYig Ya>2=0 
j= 1 "1 (7) 


方程 (6) 与 (7) 合 在 一 起 可 看 作 n + 1 个 未 知 量 ，1， 一 41 9 


-的 n+1 个 方程 的 线性 齐 次 方程 组 . 
由 于 此 方程 组 有 非 零 解 ， 则 其 系数 行列 式 必 为 零 。 即 
xy x> — Pal? <xy yi> er 《Xy ye> 
SY XO YY YY =0 (8) 


Yrs X>+0 CY 312> 机 《Jo > 
将 此 行列 式 按 第 一 列 化 成 二 行列 式 之 和 ， 并 将 第 二 个 行列 式 


299 


按 第 一 列 展开 ， 于 是 (8) 可 写成 下 述 形 式 
G x, Yi 9 Yi) -22CCy Ys) = 0, 
由 定理 5.6-1，G(y1，*…，y;) 六 0 因此 (5) 式 得 证 . 
若 基 {yi，…，y,}) 为 一 直 交 集 ， 则 G (yl，*"*…，»4) =1， 
并 和 将 G (x，y1，……，y，) 按 第 一 行 展 开 . 由 于 
<x， yi><yi，X>= IKx，y i;)*，(5) 式 可 写成 


[al*= ll BE lx, yo (9) 
这 与 ;3. 3 中 的 (5) 式 一 致 ， 
习 题 5.5 
1. 证明 


Go yj 0 三 Ge 1 
2. 兰 G (和 ，…，yYa) 文 0， 证 明 ，G (yi1，*…yj) 圭 0， 
1 二]，… 了 一 下， 
3， 用 Gram 行 列 式 表 示 Schwar 不 等 式 ; 
Kx，yY>| 委 [xl yj 。 并 利用 定理 5.6-1 求 出 等 号 成 立 的 条 件 . 
4 证明 (yi1，*…，》 1s) 守 0。 由 此 可 得 下 列 命题 ,Hilbert 空 
间 二 的 有 限 子 集 为 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 其 元 素 的 Gram 行列 式 为 正 
值 ， 
5。 让 有明 z 
GY yg Ya- Yr tov)=G ys 0 ya) (fn) 
并 用 此 式 能 证 明定 理 5.5-2， 
6. 设 M = (yi，…，y*} 为 Hilbert 空 间 矿 定 一 线性 无 关 集 
证 明 ， 对 任意 子 集 {yk，…，yn} (其 中 Rm 过 ny 有 ， 


2 
) GG (Vhs "rs Nm) 


(和 
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并 证 明 ， 
G (Ymy "9 Yn) 
Gr (Yntiy Ys ) 玉 
7. 设 {y，…，y*} 为 Hilbert 空 间 刀 的 一 线性 无 关 集 ,证 明 ， 
对 m= 二 了 J，…，。n 一 1 有 
G (yrs yg Ya)EG (Vis Vn)G Vrmsrls Ys) 
且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 集 411 二 《yb yn} 的 每 一 元 素 与 集 
Mi= {ynrl yn 的 每 一 元 素 直 交 ,( 利 用 习题 6》 
8， 证 明 ， 对 于 习题 7 中 的 y1，…，y 有 ， 
GyY1 ys Vr) ECV YIPLY es Yn> 
且 等 号 成 次 当 且 仅 当 ?7 相互 相交 . 
9. 在 Hilbert 空 间 刁 中 一 线性 无 关 集 {x1，x2，*"*} 的 9pan 
{xi，x29 …} 为 移 密 的 充 要 条 件 症 ， 对 每 一 xC€ 局， 


<< Cr (ym) 


Gr (x, X11""*, Xn) 
他 (XI Xn) 一 ~0 (n> 时) 


8$5.6 样 作 到 近 


样 条 逼近 就 是 分 段 多 项 式 有 逼近 .对 于 [c，0 上 给 算 的 国 
数 x. 将 区 间 [c， 妇 分 成 ?个 小 区 则 ， 然 后 在 这 些小 区 上 用 不 
同 的 多 项 式 去 逼近 x， 由 这 wn 个 多 项 式 组 成 的 消 数 y 作 为 x 的 
逼近 国 数 ， 

好 简单 的 连续 分 段 多 项 式 是 分 段 线性 函数 ， 但 古 这 样 的 
函数 在 子 区 间 的 端点 不 可 微 、 我 们 希 户 台 近 防 数 在 [a，65J 上 
处 处 有 一 定 阶 的 导数 

我 们 考虑 J = [a，b] 上 的 三 次 生 货 国 汉 给 定 区 局 
/= [0， 晶 一 个 划分 P，: 

G= to<li t=b : (1) 


称 t; (0 入 ij <n) 为 P, 的 结 点 .以 1; (0 委 7 委 间 为 结 点 的 三 次 
样 条 国 数 y (1) 是 指 它 满足 以 下 两 个 条 件 ; 

(ao) vyECzfa，b].、 这 里 C2[o，65] 是 具有 二 和 阶 连 续 导 数 
的 实 值 国 数组 成 的 空间 . 

(6) 在 每 个 子 区 间 [， 坟 + 口上 ，0 近 Ja] 

是 一 个 不 超过 3 次 的 多 项 式 . 

对 应 区 间 [c，0] 的 划分 已 ， 所 有 三 次 样 条 国 数 组 成 的 同 

基 空 间 记 作 
Y (P,). 

现在 我 们 来 说 明 ， 如 何 用 YY (P,) 中 的 样 条 孙 数 通 近 
fc，b 二 的 实 值 国 数 x (0) ，x 的 逼近 晴 数 可 用 插值 法 得 到 .三 
次 样 条 函数 的 样 条 播 值 是 指 取 刚才 定义 过 的 样 条 国 数 其 在 每 
一 结 点 的 值 与 x 的 对 应 值 一 致 . 这 样 的 y 是 存在 的 . 并 且 若 
下 定 了 y 在 关 点 Ga 与 6 的 导数 值 . 则 y 赴 唯一 的 ， 

5.6-1 定理 ( 样 条 播 值 ) ， 设 x 为 定义 在 = [5c，b 引 上 的 
实 值 函 数 ” 设 已 ,为 了 的 形 如 人) 的 划分 . 并 设 与 R, 为 任意 
两 实数 ， 则 存在 唯一 的 三 次 样 条 函数 yE€Y (P,) 满 足下 述 
n+ 3 个 条 件 

(a) y(t;) =x(t,) (Ff =0, + #1) 

(b) y’ (to) = ko’ y(t,) = Rk, (2) 

证 明 在 每 个 子 区 间 = [tj, tyr1] 中 ,j=0，**， 1 一 1， 
样 条 函数 y (与 一 个 次 数 不 超 过 三 的 多 项 式 ; (4) 一 致 . 且 
满足 . | 
Pi 人) EX Pj(tjr) = X(t;,1) 
记 1VA -二 = Ti 并 令 

Pi’ (tj) =R;’ PP;’ (tj+t) = Rj+1y 
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这 里 Ro 和 Rk, 是 给 定 的 常数 ， 而 R11 ，*…;R'.-1 可 在 后 面 确 定 ， 
由 直接 计算 可 以 验证 满足 上 述 四 个 条 件 的 唯一 三 次 多 项 趟 
Py (4) 为 


P; (1) =X(t rT? tj) i + 2 人 一 本 )] 
+X(fi+DT oot) 1 - 27; (tft-tj;4,1)) 
+R‘T?(t—t,) (一 站 + 


十 RET 一 二 2 一 二 1 


微分 两 次 得 到 ， 
Pi?(t;) = —6rix(t,) +6r?Ix (ty 1) ~ drsRk;’ 
~ 2T1R’i+1 (3) 
P(t,;,1) = 6t?x(t,) 6r?Ix(t;,1) + 2r;k,’ 
tdrjijri (4) 


因为 yEC[a，656]， 在 结 点 处 两 个 对 应 的 多 项 式 的 二 阶 导 数 
必 一 致 : 

着 ) = 大 (三 ) (1 =]1，…， 姑 一 二 
在 (4) 中 用 7 ~- 工 代 替 1， 并 利用 (3) ， 于 是 这 nm -1 个 方程 变 成 
如 下 形式 

Ti -IIRO -iT 二 2(Ti-1 二 Ti 站 RN TiR TI 

=3(t2i Xi +T A Xj+1), 
其 中 LVMXi = 和 1) — Xi, Axiri= X(tjr) — X(t;) 

(7 =1， i nC—1) 
由 于 如 与 &"' 已 给 定 ， 所 以 上 述 方程 组 含 4 -1 个 未 知 量 证 0 
Ri -1 并 具有 nm -1 个 方程 ， 其 系数 行 州 式 为 ， 
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2 (47o 十 T1) T1 0 OQ es 0 0 


T1 2(T1+T;) T2 0 。% 0 0 
Jj 二 0 Ty 2(Ts + Ta) Ta 0 
4 0 0 0 0 TT,.? I(T ,2 
二 T_T 


由 于 tj 之 0， 了 全 古 对 角 绝 对 优势 的 行列 式 ， 即 主 对 角 线 上 的 
每 一 元 素 均 较 同行 其 他 元 素 的 和 为 大 ， 由 5. 2-2 知 方程 组 有 
唯一 解 已 ，…，R -1 因此 每 个 子 区 间 六 上 的 三 次 多 项 式 
Li 唯一 确定 ， 即 三 次 样 条 国 数 y 唯 一 确定 ， 
最 后 介绍 三 次 样 条 函数 一 个 重要 性 质 
5.6-2 ”定理 ( 极 小 性 质 ). 在 定理 5,6-1 中 ,假设 
YX 和 ECLo，pD]， 日 有 ， 
y’(a) = x (a). yy’(6b) = x’(b). (5) 
则 | wosdt> | ysat (6) 
证 明 ”因为 x 一 y 在 4 与 5 处 均 为 0， 利 用 分 部 积分 得 ， 


| 9" DE" CD -yt di 
t 
= -| yDE’ 0) -CD]di 


由 于 y“ 沁 在 划分 的 每 个 小 区 间 上 为 第 数 ， 所 以 上 述 积 分 右 端 
为 0， 从 而 


0 <| [xD ~ yr 0 1rd 
b b 
=| wr dt- | yr odt. 
即 证 得 (6) 式 成 立 ， 等 号 成 立 当 且 仪 当 x 为 三 次 样 条 函数 . 
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习 题 5.6 
1. 证 明 ， 对 应 区 闻 5ac，2 一 给 定 划分 p, 的 所 有 三 次 样 条 函数 梅 
成 一 .向量 空间 Y》(p,) .此 空间 的 维 数 是 多 少 ? 
2. 证 明 ， 对 于 给 定 的 形 如 (1) 的 划分 pP。， 在 在 唯一 的 一 组 2+ 1 
个 样 条 蚊 数 yo …，y*， 使 得 
和 CE) 一 
"i(a)= yi(b)= 0 
如 何 由 它们 求 出 y(p:) 的 一 个 基 ? 
3。 用 对 应 划分 ps 二 《一 1，0，1} 且 满 足 (2a) 与 (5) 的 三 次 样 
条 函数 来 逼近 [- 1 ID 上 的 国 数 x (1) =14,( 先 猜测 y 可 能 是 什么 样子 
然后 再 计算 ) 
4， 设 x = 大 1E5-D1T. 求 出 次 数 不 超 过 8 的 多 项 式 空间 关 


于 x 的 Chebyshev 台 近 y .试问 y 满足 (2a) 与 (5) 吗 ? 将 y 与 习题 
3 中 的 样 条 国 数 y 用 图 形 进行 比较 ， 

5. 证明， 习题 4 中 的 Chebyshevy 遥 近 比 习题 3 中 的 样 条 用 近 y 
对 x 有 较 大 的 极 大 偏差， 
6。 右 fQ，67 上 的 一 个 三 次 样 条 孙 数 y 有 具有 连续 的 三 阶 导数 ， 则 y 
和 为 一 个 多 项 趟 ， 

7， 有 和 峙 可 能 会 出 现在 Ca, 5 的 相 邻 子 区 间 上 样 条 函数 是 用 相同 多 
项 式 表示 . 求 出 x (六 = sint 对 应 于 划分 {~ 子 ，0， 5) 且 满 足 (29) 
与 (5) 的 三 次 样 条 通 近 yy ,并 以 此 为 例 ， 说 明 上 述 情况 ， 

8， 对 于 xx， EC3a，p1， 定 叉 


上 
《Xy Y22 = | xX" (Dy" (dt 


plx)=<x, x>21/3 
证 明 沁 是 一 个 拟 范 数 〈 参 看 8$2 .3 习题 10) ， 但 不 是 汇 数 ， 


305 


9 证 明 对 任意 xEC?ca，65) 与 其 满足 《2a) 与 (5》 的 样 条 阔 数 
y》，。 可 用 p 信 计 偏 差 ( 参 看 习题 8 ) ， 而 与 划分 的 具体 选择 无 关 。 
jx 一 多 <p(Cx) 。 
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第 六 章 ” 赋 范 空 间 线性 算 子 的 详 论 


谱 论 是 近代 也 国 分 析 及 应 用 内 容 中 主要 的 一 部 分 ， 粗略 
地 讲 ， 谱 论 涉及 茶 些 算 子 的 不 变 子 空间 、 逆 算 子 的 一 般 性 质 
及 与 原 算 子 的 关系 ， 而 这 类 关 算 子 问 题 可 由 解 各 类 线性 代 
数 、 微 分 、 积 分 方程 中 很 自然 地 引出 ， 研 究 谱 论 对 于 深入 认 
识 算 子 本 身 也 很 有 意义 ， 

本 章 首 先 从 有 限 维 同 量 空 间 开 始 ， 其 详 论 实质 是 矩阵 的 
符 征 值 理论 ， 这 虽 比 无 限 维 空间 算 子 的 说 论 要 简单 得 多 ， 但 
在 实际 中 是 很 重要 的 , 如 应 用 在 数值 分 析 方 面 ;并 且 用 其 来 说 
明 一 般 情 况 下 的 背景 及 在 无 限 维 空间 中 谱 论 的 某 些 概念 、 奉 
第 3、4 节 里 将 介绍 赋 范 空间 与 Banach 空 间 中 有 界线 性 算 子 
谱 的 重要 性 质 ， 最 后 还 将 某 些 结果 推广 到 Banach 代 数 中 去 ， 

为 了 理论 完整 ， 除 特殊 声明 外 ， 不 澄 虑 平 几 问 量 空间 
19}， 并 假定 所 有 空间 都 是 复 的 ， 

$6.1] 有 限 维 赋 范 空间 的 谱 论 

设 失 为 有 限 维 赋 苍 空 间 ， 了 :上 一 各 为 一 线性 算 子 ， 则 了 
可 由 符 阵 表示 《其 依赖 于 上 4 基 的 选择 ) .因此 我 们 从 讨论 从 
阵 开 始 ， 对 于 给 定 的 〈 实 或 复 ) 的 2 阶 方 阵 4= (cj 其 特征 
值 和 特征 向 量 依 下 面 方程 

Ax= /x (1) 
定义 如 下 ! 
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6.1-1 定义 ;( 算 阵 的 特征 值 .特征 向 量 . 特 征 空 间 . 谱 、 
预 解 集 ) . 方 阵 4 = (ci 由 的 等 征 值 是 使 (1 有 Y 和 0 解 的 数 力 
并 称 x 为 对 应 特征 值 4 的 一 特征 向 量 . 对 应 于 特征 值 4 的 全 体 
特征 向 量 与 零 向 量 形 成 一 向 量子 空间 ， 称 其 为 对 应 特征 值 4 
的 特征 空间 . -4 的 所 有 特征 值 集 c(4> 称 为 4 的 庶 ， 其 在 复 胖 
面 的 余 集 p(4) = C - o(A) 称 为 4 的 予 解 集 ， 
D 4 4 
例如 - 队 方 际 4= | 由 双 策 如 = (与 = 

] 

[分 列 为 对 应 特征 人 446 与 ~! 的 竺 征 向 量 ， 在 一 


般 情 况 下 矩阵 特征 值 是 否 存在 ? 特 和 在 值 、 特 征 问 量 又 如 何 计 
算 ? 为 此 首先 注 范 方程 (1)》 可 改写 成 

(A-Al)x= 0. (2) 
其 中 1 为 n 阶 单位 方 隆 ，(2) 是 含有 x 的 n 个 未 知 分 量 51, 62，…， 
£ ,的 齐 次 线性 方程 组 ， 为 使 (2) 存在 x 关 0 解 ， 其 系数 行列 式 
det(A-hA1) 值 应 为 零 ， 这 样 就 得 到 4 的 特征 方程 ; 
Ci 一 4 Ci Qin 
Co Gap —h ee Ca， 


det(A~/I)= = 0 (3) 


和 以 ,1 Qi :Xu 一 人 
并 称 det (4-11) 为 4 的 特征 行列 式 ， 其 展开 为 一 4 的 n 次 多 项 
式 ， 称 做 4 的 特征 多 项 式 ， 
由 上 述 得 到 下 面 基 本 结果 ， 

$.1-2 定理 (矩阵 的 特征 值 )，* 阶 方程 4= (aj，) 的 特 
征 值 由 解 4 的 特征 方程 (3) 得 出 ， 因 此 4 至 少 有 一 特 征 值 ， 
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至 多 有 # 个 不 同 的 特征 值 . 

(由 代数 基本 定理 及 因 式 分 解 知 1 次 多 项 式 在 复数 中 必 
有 根 ， 晶 至 多 有 # 个 不 同 的 根 ， 注意 4 是 实 的 ， 其 特征 从 可 能 
不 复 的 ) . 

在 上 例 中 


dot (A-A1)= | 4 
1 2-1 
则 和 的 特征 值 为 41= 6 与 4 =1; 谱 为 {6，1}， 对 应 的 特征 向 
量 可 分 别 由 

人 人 


51 一 452= 0 Ss1+62=0 


| -和 -71+6=0 


得 到 . 

将 上 述 结果 用 于 n 维 赋 范 空间 XX 上 的 线 狂 算 子 了 DX 一 六， 
设 =ele1，62，"”，，E4:} 为 关 的 任 一 基 ， 并 设 T .= (ci 为 了 
关 二 该 基 的 和 矩 降 ， 并 称 了 Te 的 特征 值 、 详 和 予 解 集 为 算 子 了 的 
特征 值 、 谱 各 预 解 集 ， 这 样 规定 合理 性 可 由 下 面 定 理 得 知 . 

6,1-3 定理 ( 算 子 的 特征 值 )， 在 有 限 维 赋 范 空间 X 上 
给 定 线 性 算 子 :XX 一 XX， 对 于 XX 的 不 同 基 了 的 表示 矩阵 均 
有 相同 的 特征 值 . 


证 明 ， 设 e = (ej “人 ,) 与 e = (el “*"9 e,) 为 蕊 中 


任意 两 基 ， 由 基 定义 e; 可 由 ex 线性 表示 ， 反 之 亦 然 ， 即 存在 
证 和 万 (有 


e =eC (4》 
由 于 任 -x6 X 对 每 一 基 均 有 唯一 表示 式 则 


xy = exi= Tléje) = Crs= TEseh, 
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其 中 za = ( 引 ) 与 刀 = (4) 为 列 向 量 ， 由 (4 ) 则 exi= exz= 
eCX2 得 ~ 


类 似 地 ， 对 ZYX=?=eyi= ey 让 有 
y1= CY / ‘(6) 


若 7 与 Ts 各 表示 7 在 e 与 e 下 的 矩阵 ， 则 
91 二 7 Xi 与 =TYxX 并 由 (5) 与 (6) 得 
Clasx2= Cy = y= TX!1=11C%: 
左 乘 以 C 一 得 到 和 撼 阵 变 换 关 系 ， | 
T=C- TC : (7) 
下 面 证 明 对 应 T1 和 T; 的 特征 行列 式 相等 ， 
det (Ts -47) = det (CTC -AC-1IC) 
= det[C- 7-~ 1)C) 
= det(C-i)det (Ti1~—- Ai):detCO 
=det(T)-11) (8) 
由 定理 6.1-2 知 7 了 1 与 有 相同 的 笠 征 值 


上 述 结果 可 利用 相似 矩阵 的 概念 表述 如 下 :; 车 二 n 阶 方 阵 


7 与 T:， 存 在 满 秩 矩阵 C 有 ( 7 ) 式 关系 ， 称 人 与 了 :为 相似 气 
阵 ， 则 
(i) 有 限 维 赋 范 空间 六 上 的 线性 算 子 了 7， 对 任 二 不 同 基 其 
表示 甜 阵 是 相似 的 ， 
(ii) 相似 乍 阵 有 相同 的 特征 值 . 
由 定理 6.1-2 与 6.1-3 还 可 直接 得 出 . 
6.1-4 存在 定理 (特征 值 ) 有 限 维 复 的 赋 范 空间 久 天 { 引 
上 的 线性 算 子 ， 至 少 存在 一 特征 值 ， 
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另外 在 (8 ) 中 到 14= 0 得 dett = detT 此 行列 式 值 反 喘 
了 算 子 了 的 内 在 本 质 ， 故 可 用 其 确切 地 表达 量 det7 . 


习 题 6.1 
1。 求 下 列 和 矩阵 之 特征 值 与 特征 向 量 ， 其 中 o 与 8 为 实数 且 和 0 


1 2 a 
AA= B= 
| | 
2， 《Hermite 和 矩阵 》 征明 Hermite 和 矩阵 4= (a;) 的 特征 值 起 


为 实 的 〈 即 47 = 4) 

3。 (和 斜 -Hermite 先 阵 》 让 明 斜 -Hermjite 和 矩阵 4= (2;%) 的 
特征 信和 为 纯 虚 数 或 零 ( 即 47 = -4) 

4 。《〈 丁 矩 阵 ) 证 明 西 矩阵 的 特征 值 其 绝对 值 (或 模 ) 为 1 .( 即 4; 
一 4 一 1) ， 

5。 设 式 为 有 限 维 内 积 空间 ，7 : > 外 为 线性 算 子 , 若 7 了 为 自 伴 
算 子 证 明 其 谱 是 实 的 ， 若 7 为 西 算 子 ， 证 明 其 特征 值 的 绝对 值 为 1 . 

6.《〈 迹 ) 设 41,…, 44 为 n 阶 方 阵 44= (a; 8) 的 n 个 特征 值 ， 其 中 某 
些 或 全 部 1; 可 以 是 相等 的 .证 明 各 特征 值 之 积 等 于 det4， 其 和 等 于 4 
的 迹 ， 即 A 之 主 对 角 线 各 元 素 的 和 记 为 : 

trace 一 ail 十 Qvo 十 十 Cnn 

7 《〈 逆 ) 证 明 方 阵 .4 的 逆 怎 阵 4-1! 存 在 的 充分 且 必 要 条 件 是 -4 的 
特征 值 11，…, 4, 均 异 于 零 。 车 4-1 存 在 证 明 其 特征 值 为 LA 
1 AAA， ， 

38。 证明 二 阶 满 秩 和 矩 阵 


_ Fi dt 轩 
4= | 。 | 基地 和 了 


dz 


S17 


1 1 ds -aii 
det A _a ai 一 


大 4 的 特征 值 为 4 ,4 ,如 何 从 上 式 得 出 4 1 的 特征 值 为 1/41, 1/4,? 

9 。 著 方 阵 4= (a;%) 有 特征 值 i;，()= 1，*…，7) 证 明 k& 4 有 特征 
值 R4; ;Am"(mE NAN) 有 特征 值 43 

10。 若 方 阵 4 的 特征 值 为 41，,…,4n， 且 .为 任 一 多 项 式 ， 证 明 方 
隆 全 (4) 的 特征 值 为 Pi)j= 1，*…，#n.， 

11. 设 xj 是 7 阶 方 阵 4 对 应 特征 值 4; 的 特征 同 量 ，C 为 任 一 满 秩 
阶 方 阵 。 证 明 :， 4 为 4= C-14C 的 特征 信和 且 y; = C-1xj 为 对 应 的 特 
征 癌 量 

12, 举 一 简单 例 说 明 一 4 阶 方 阵 ， 对 于 RR” (或 C5) 的 基 可 以 不 完 
全 是 特征 向 量 ， 

例如 考 拒 1 1 

4=| 

13。《〈 相 重 数 ) 矩阵 4 的 特征 什 4 之 代数 重 数 为 其 特征 多 项 式 根 4 
的 重 数 ， 对 于 4 的 特征 空间 的 维 数 ， 称 为 4 的 几何 重 数 ， 求 下 列 变换 对 
应 年 阵 的 特征 值 及 其 重 数 并 加 以 解释 / 

njé; +éj+r1() = 1 2, 0 7—1), r=6s 

14 . 证明 ;特征 值 的 几何 重 数 不 超 过 其 代数 重 数 (参看 习题 13) 

15 。 设 x 为 不 超过 2 - 1 次 的 多 项 式 与 Y= 0 组 成 的 空间 (通常 对 x 
= 0 的 次 数 不 予 定义 ) ,了 为 XX 上 的 微分 算 子 。 求 1 的 所 有 特征 值 和 特 
征 向 量 以 及 其 代数 重 数 和 几何 重 数 。 


3S6.2 基本 概念 


上 一 节 中 的 空间 是 有 限 维 的 ， 现 在 研究 任意 维 的 赋 范 空 
间 ， 其 谱 论 比 起 来 要 复杂 了 了 . 
设 针 去 10) 为 一 复 的 赋 范 空间 ，7T:D(T) 一 XX 为 线性 算 
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子 ， 其 中 D(T)CX. 今 考 察 与 7 相 联 系 的 算 子 ，: 


7 = 人 -47 (1) 
其 中 4 为 一 复数 ，7 为 与 D(T) 上 的 恒 等 算 子 ， 如 果 了 了; 存在 记 
算 子 记 为 RR;( 卫 ) 即 : 
R(T)=T-', = (T-A1)- (2) 


称 其 为 了 的 预 解 算 子 ， 或 简称 为 了 的 预 解 式 , 若 在 特定 情况 下 
算 子 7 无 需 说 明 时 ，R;(T) 可 简写 为 R， 

使 用 预 解 式 的 词 是 很 贴切 的 ， 因 为 R; (T) 是 由 解 方程 
( 工 - 21)x= yy 而 得 到 , 当 R,(T) 存 在 时 ,; 则 x= Ti!y = R,(T) 
» 

重要 的 是 ， 研究 RR 的 性 质 是 认识 算 子 工本 上 对 的 基础 、， 当 
然 了 ,与 尽 ; 的 许多 重要 性 质 要 依赖 于 4， 需 要 考虑 的 有 :， 在 复 
平面 上 使 R; 存 在 的 所 有 4 和 集合; 刃 ; 的 有 界 性 5 及 4 取 什 么 值 
使 尽 ; 的 定义 域 在 和 中 稠密 等 几 个 方面 . 

为 了 研究 T、T ,与 R, 下 面 引进 谱 论 的 基本 概 你 : 

6.2-1 定义 (正则 集 、 预 解 集 、 谱 ). 设 X#{0} 为 一 复 
轩 范 空间 ， 且 了 了 :D(T) 一 针 为 定义 域 D(T)CX 上 的 线性 算 
子 ， 了 的 正则 值 为 一 复数 4 且 同 时 满足 ， 

(R!) 怀 ; (了) 存在 

(R;)R;(T) 有 界 

(Rs;)R,( 了 了) 定义 在 六 的 秽 窗 子 集 上 
的 预 解 集 25 (了 T) 是 T 的 所 有 正则 值 的 集 ， 其 在 复 平面 上 的 全 
集 称 为 7 的 谱 . 0(T) =C-p(T), 且 1E€0(T) 称 为 的 一 谱 
值 . 此 外 ， 将 谱 0《7) 分 成 以 下 三 个 互 不 相交 集 ; 

点 谱 或 离散 谱 o。 (7) ， 是 使 R;(T) 不 存在 的 集 ， 4E€ 
ou (7 ) 称 为 了 的 特征 信 ， 
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连续 谱 a . (了)， 是 使 R(T) 存 在 且 满 足 (Rs) 但 不 满足 
CR,)， 即 及 , (T) 是 无 界 的 . 

剩余 谱 0,(T)， 是 使 R,(7T) 存 在 (可 以 有 界 或 无 界 ) 但 
不 满足 (Rs;)， 即 R(T) 在 关中 的 定义 域 不 是 移 密 的 . 

定义 6,2-1 中 的 条 件 要 求 可 概述 如 下 表 ， 


(R,) (R,) 
(R) 


(Ro,) 


在 上 述 定 义 中 的 集 有 时 有 的 可 能 为 空 集 ， 而 这 正 是 需要 
讨论 的 存在 性 问题 . 例如 在 6.1-2 中 有 限 维 的 情况 下 ae(7) 
=0,(T)=$， 表 中 的 四 集 为 互 不 相交 ， 且 其 并 为 整个 复 平 
面 . 

C=ol)Ua(C) 
= PT) Uo,7) lo.(7) lo, (7) 

由 定理 2, 6-10 得 知 若 预 解 算 子 R, (TT) 存 在 则 其 为 线性 
的 ; 月 RR;(T): RCT 一 D(CT,) (R(T,) 为 ;的 值 域 ) 存 在 当 且 
仅 当 ; 由 Tx = 9 芥 涵 x= 9， 即 7, 的 零 空 间 为 {9}， 

因此 对 x 关 9 日 T,Xx= (7 -47)x= 0 由 定义 知 1E0,(T)， 
即 4 为 的 特征 值 .向 量 x 称 为 了 的 对 应 特征 值 4 的 特征 网 量 (者 
大 为 函数 空间 ，x 也 可 称 作 ?的 特征 函数 ) ， 由 对 应 7 的 特征 
值 4 的 所 有 特征 向 量 与 零 向 量 组 成 D(T) 的 子 空间 ， 称 作 人 的 
对 应 特征 值 4 的 特征 空间 . 

可 以 看 到 在 这 里 定义 的 特征 值 与 前 一 节 的 定义 是 一 致 
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的 ， 在 有 限 维 空间 线性 算 子 的 谱 是 纯 点 谱 ， 即 其 连续 谱 与 剩 
余 诺 均 为 空 集 ， 从 而 每 一 个 谱 值 都 是 特征 值 . 但 在 无 限 维 空 
癌 线性 算 子 了 可 以 有 非特 征 值 的 谱 值 ， 
8.2-2 例 ( 具 有 不 是 特征 值 的 谱 值 的 算 子 ) ,在 Hilbert 
序列 空间 铸 =f* (参看 3.1-6) 上 ， 由 
(E19 E29 Hm (0, 8S1, E20"") (3) 
定义 线性 算 子 7 了 :D> ， 其 中 x= (5;) EL2， 称 算 子 本 为 有 
移 算 子 ， 由 


Txl= | 


知 T 是 有 界 的 日 ;Ti = ] ， 算 子 RR(T) =T-!，T(X)-> 针 是 
存在 的 ， 其 为 左 移 算 子 由 
(El 62 oF Es, Ego, 。。) 

给 定 . 但 Ro() 并 不 满足 (Rs)， 因 为 由 (3)〉 可 知 T( 革 ) 是 由 
所 有 的 y= 4;) 且 让 = 0 构成 的 子 空间 YY， 但 Y 在 XX 中 不 是 
稠密 的 ， 所 以 根据 定义 4= 0 是 7 的 谱 值 但 不 是 特征 值 ， 这 
还 可 直接 从 (3) 式 中 看 出 ， 由 7x= 4 得 到 x = 0， 而 零 向 量 不 
是 特征 网 量 . 

结合 有 界 逆 算 子 定理 4.11-3 可 得 以 下 结论 ， 著 蕊 为 完备 
衬 门 ， 且 人 :和 一 开 为 有 界线 性 算 子 ， 又 对 其 些 4: 预 解 式 
Ri CD) 存在 并 在 全 空间 和 上 有 定义 , 则 对 应 4 的 预 解 式 尺 ; (了 ) 
为 有 界 的 . 

此 外 ， 以 下 的 结论 在 后 面 要 用 到 ， 有 有 助 干 更 好 地 理解 
当前 的 概念 ， 

6.2-3 引 理 (R, 的 定义 域 )， 设 为 复 的 Banach 空 间 ， 
1 :有 ~> 汪 为 绕 性 算 子 且 46ED0) 大 
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(a) 了 是 闭 的 . 或 者 

(5) 了 和 是 有 界 的 ， 
则 尺 ;(7) 在 整个 空间 X 上 有 定义 且 有 男 . 

证 明 : (a) 由 了 是 闭 的 ， 根 据 4,12-3 知 全 ;是 闭 的 ， 因 而 
展 , 是 闭 的 ， 从 ( 玉 ) 得 尺 , 有 界 ， 再 将 4.12-5(6) 用 于 R,， 则 


态 : 的 定义 域 D(R,) 是 闭 的 ;根据 (Rs)D(R1) = D(R,)=X 
(60) 因 D(T) = 了 是 闭 的 ， 由 4,12-5(4) 知 T 是 闭 的 ;再 由 
49) 之 结果 得 证 


习题 6.2 


1。( 便 等 算 子 ) 求 赋 范 空间 半 上 恒 等 算 子 1 的 特征 值 、 特 征 空 间 及 
J(T) 和 R (7). 

2. 证 明 ， 对 线性 算 子 ,和 集 p(T), o6,(T7T)，o.(T)， 和 os (7T) 
互 不 相交 ， 它 们 的 并 为 复 平面 . / 

3。 【不 变 子 空间 ) 赋 范 空间 气 的 子 空 间 在 线性 算 子 六 :区区 
下 ， 著 了 (上 )cY 了 ， 称 了 为 在 7 下 的 不 变 子 空间 .证明 7 的 特征 空间 
是 7 下 的 不 变 子 空间 . 试 给 出 一 例 ， 

4。 若 了 是 ” 维 赋 范 空 间 所 的 线性 算 子 了 下 的 不 变 子 空 闻 , 车 {ei， 
Ex 为 让 的 一 基 且 
Y=span {el1，"…，en} 对 于 算 子 其 在 基 {el1，*…,es} 下 的 表示 
矩阵 有 什么 特点 ? 

5. 设 (es) 为 可 分 机 ilbert 空 间 妃 中 的 完全 标准 直 交 序 列 ， 且 


ft :五 ~ 五 由 

ee (k=1, 2，，…，) 
定义 并 线性 与 连续 地 扩充 到 整个 五 的 算 子 ， 求 其 不 变 子 空间 并 证 明了 
无 特征 值 ， 


6。《 扩 张 ) 在 算 子 扩张 下 考察 谱 的 各 部 分 变化 有 实际 意义 。 若 7 
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为 有 界线 性 算 子 ，7 是 了 的 扩张 , 试 证 盟 vcy (1) 二 op (7) 且 对 任意 
Eco5 7) 对 应 7 的 特征 空间 包 食 于 二 的 特征 空间 中 ， 
7. 证 明 习 题 6 中 的 c, (7 cy (7 ) 
8， 证 明 习 题 6 中 的 oc 0 Ca (PDT CT 
_ 9。 直接 证明 (不 用 习 避 6 与 & 亲生 败 ) 悦 题 6 中 的 p( 六 CpG ) 
Uo, (7 ) 
10。 根 据 习题 6 与 习题 g 的 结 洒 各 休 还 明 习 题 93 


$6.3 有 看 线 性 入 子 谱 的 性 质 


算 子 谱 的 性 质 ,依赖 于 算 子 所 定义 的 空间 及 算 子 的 类 型 ， 
为 此 分 别 研 究 其 谱 具 有 共同 性 质 的 几 大 类 算 子 .首先 学 察 的 
十 复 的 Banach 空 间 X 上 有 界线 性 算 子 7, 纯 了 EB(X,X). 下 
面 定 理 征 其 谱 论 的 关键 . 

6. 5-T 定理 ( 道 算 子 ) . 设 世 为 Banach 空 间 , 六 E 瑟 (X， 
义 )， 若 | 了 之 1， 则 ~) ! 存 在， 其 为 全 空间 X 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 且 

(TT STIIT+T+T + (1) 


1 = 


(右边 的 级 数 依 互 (X，X) 上 的 范 数 收敛 ) 

证 明 ， 由 7T 有 界 易 知 ，177 和 | 习 交 (tt 中 级 数 对 
1TH 之 1 绝对 收 钙 ,由 半 为 完 盏 再 根据 2,7-14 知 ，B(X， 廊 ) 
完 任 ， 且 由 2.3 市 得 知 绝 对 收 钙 强 涵 收 钙 


设 S= TI 今 证 S= (1-7)-! 由 
(了 一 YY)(7 + 人 + 十 7 
«(T+T te +T")(T -7T)=T-T"t + (2) 
令 x~>co 由 上 <1， 则 Ti->0 得 。 
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(7 -7)S=SGT-7)=7 (3) 
则 S= (7- 了 了 )-! 得 证 
应 用 上 述 定 理 证 明 有 界线 性 算 子 谱 的 重要 性 质 ， 其 在 复 
平面 上 为 闭 集 . / | 
6. 5-2 定理 ( 谱 的 闭 性 )，Banach 空 间 和 上 的 有 界线 性 
算 子 的 预 解 集 p(T) 为 开 集 ， 即 其 谱 o (TT) 为 闭 集 ， 
证 明 ， 洁 D(T) = J 定理 得 证 ， 
设 p(T)ap， 对 固定 4 Ep(T) 与 任 一 1EC, 有 
T-AT=T-hol ~ (1-10)1 
= (了 -AT (4-40)(T-4071)-!] 
令 =[T -A440)(T-47)]=1-(4-40)Rio， 则 上 式 
可 写成 
7 =7io (4) 
由 hE p(T) 且 T 有 界 由 6.,2-33[ 理 (0) 知 Rio=T 了 ,0-!1EBCX， 
基 ) 对 于 所 有 的 1(4 -4 下 < 1， 即 


1 
-A < TR Rd | (5) 


的 4， 由 定理 6,.3-1 知 在 B( 站 ， 久 ) 中 有 一 北 

p= BIA-ARi]’ = PA- Rio (6) 
再 由 To-I=RiocB(X，X)， 由 (4) 式 对 满足 (5) 的 1， 算 
子 二 ,存在 逆 算 于 

R,=T,-1= (TV)-1=V -Ro (7) 
所 以 (5) 式 表 示 7 的 正则 值 4 集 为 40 一 邻 域 ， 由 hE€p(7) 为 
任 但 则 ptT) 为 开 集 ， 其 余 集 0(T) = C 一 p(T ) 为 网 集 

从 上 述 证 明 中 ， 还 可 以 得 到 用 4 的 震级 数 来 表示 预 解 式 
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这 一 重要 结果 . 事实 上 从 (5) 、(6) 、(7) 式 可 直接 得 出 下 
面 基本 表示 式 : 

6. 5-5 表示 定理 ( 预 解 式 )， 对 于 6,3-2 的 七 与 1， 及 每 
一 cp) 斋 解 式 R: 7) 可 表示 为 


R= Vy (A— ho)’ Ro +t! 


恋 级 数 对 于 复 平 面 上 满足 14 一 <- 寺 -本 的 开 贺 盘 中 的 ) 绝 
对 收敛 ， 避 此 图 盘 为 p(T) 的 子 集 ， 

从 6.3-1 定 理 可 以 得 到 下 面 的 重要 结论 ;有 界线 性 算 子 的 
谱 在 复 平面 上 为 有 界 集 ， 精 确 表 叙 如 下 ， 

6.3-4 定理 ( 谱 ) 复 的 Banach 空 间 X 上 的 有 界线 性 算 子 


T 的 谱 c(7) 为 圆 盘 
4 到 (8) 


上 的 紧 集 《从 而 p(T7) 关 9 和) 
证 明 ; 设 4 去 0 且 h=1/4， 册 定理 6,3-1 得 ， 


R,= (人 -47)-1= -kT 


= Pak 下 之 (元 7 ) (9) 
级 数 对 于 满足 
1 1 
有 > 


所 有 24 收 剑 月 i EP(T)， 因 此 溢 0(T)=C-p(T) 必 在 圆 盘 、 
‘8) 中 。 故 0(T 了 ) 有 和 界 ， 再 由 6,3-2 知 0 (TD) 为 闭 集 故 其 为 紧 
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集 . 
从 上 上 面 定理 知 该 诬 有 和 内， 自然 会 考虑 包含 整个 谱 的 最 小 
加 盘问 题 ， 为 此 引出 下 述 概 您 ; | 
6. 5-5 定义 〈 谱 半径 ) . 复 Banach 空 间 避 的 算 子 
EBPBCXR) 的 谦 半 径 ,TD) 为 在 复 4 -平面 上 以 原点 为 中 
心 的 包含 0( 了 7 了) 之 玻 小 加 盘 的 半 答 ， 即 
re (4) 1 es 1 


又 从 (8) 式 得 其 


EA 
利用 解析 茹 数 性 质 还 可 以 进一步 证 明 ， 
oT)AG 


IE 


r_ (T) = lim | 


习 题 6.3 
1, 设 革 =CL0,1]， 并 依 了 x= 广 x( EC 半 晶 固定) 定义 了 ， 求 
0o(T) . 《注意 o( 了 了 ) 为 团 ) 
2。 求 一 线性 算 子 世 ;CL0, 1]CL0, 1 其 谱 为 给 定 的 区 同 Lc,D] 
3。 若 了 为 对 应 于 算 子 了 的 特征 值 的 特征 空间 ，7TIY 的 谱 是 什 


4 设 T 了 ?> 定义 为 y= 了 7 了 x, x= (6;),y= (7;) 
nj 三 016;， 其 中 {4;}) 在 [50,1] 中 稠密 . 试 求 oz( 了 了) 及 o (TT) 

5。 在 习题 4 中 车 14Eo(T) -op (了) 证 明 尺 ; (了 了) 无 界 . 

4. 扩充 习题 4， 求 一 线性 算 子 ;个 这 全， 其 特征 值 在 给 定 索 集 
本 ciC 为 稠密 目 c(7) = 二 

7,， 浴 了 E BCX, 尺 ) 证 明 当 4 二 co 时 上 RC(7)| >0 

?。 设 半 =CE0,7 并 定义 ZI5D(7) 一 针 为 x |>x”， 其 中 
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D(T)= {x€ XI|x’ ,x’EAX ,x(0)= x(n) = 0} 
证 明 o (1) 不 是 紧 集 。 
9。 设 1” 过 "定义 为 x 1 二 (E958) 其 中 X= (5&1 62,0) 
(Ge) 车 141>1 证 明 ; 4C€p(7) 
(5b) 若 i4 委 1 证 明 : 4 为 一 特征 值 ， 并 求 对 应 特征 空 间 Y . 
”10. 设 让 ;1?->/? 定 义 为 x 1>(E2,83,”) 其 外 X= (6162，*) 及 
DC<+oo， 车 1 = 1 (如 习题 9》 其 为 7 的 特征 值 吗 ? 


36.4 预 解 式 与 谱 的 其 他 性 质 
下 面 的 儿 个 定理 进一步 给 出 预 解 式 和 和 谱 的 重要 和 基本 性 
质 ， 
6.4-1 定理 〈 预 解 方程 ， 交 换 性 ) . 设 针 为 一 复 的 
Banach 空 间 ，TEB(X, 针 ) 有 明和，4 Ep(T)， 则 
(a) 了 的 预 解 式 尺 , 满 足下 面 预 解 方程 或 称 为 Hitlbert 关 
R. -R= (4 一 个 及 (| ) 
(b)” 若 对 任意 SE BC(X, 久 ) 均 能 与 7 交换 ， 则 其 亦 能 与 
,有 交换 ， 
(c) ”下 式 成 立 
RR.= R.AR, (2) 
证 明 (2) 由 6.2-3 知 请 .定义 域 为 莹 个 六 定 站 ， 内 此 
了 ,R= :但 等 算 子 ) ， 辣 再 = ， 
R.- Ri= RTIR,)- (RY .2, 
= R.(T,—7T.)R, 
= RT-A4T-(T -ul .i 
= (4 — 41)R.R, 


2 
有 


(b〉 由 假设 ST=7TS 因而 7 = 人 ,9 利用 人 = 忆 
/= /得 
RiS= RST,R,= RT.,SR,= SR, 
(c) 在 (6) 中 第 一 次 令 S= 了， 再 令 S$ = 尺 : 得 
RR,= RR.R, 
下 一 个 结果 是 重要 的 谱 映 射 定理 ， 其 可 以 从 和 矩阵 特 行 值 
定理 中 得 到 局 示 ; 
车 4 为 方 阵 .4 之 特征 值 ， 则 存在 x 关 0 使 4x= 4x， 将 4 作 
用 其 上 得 
A*x= AAxX=AAx= x 
归纳 证 明 对 任意 正 整 数 m 均 有 
A"™xX= A"x 
印 4 若 为 4 的 一 特征 值 ， 则 4" 为 4" 的 一 特征 值 ， 更 可 … 般 地 
得 到 
ph)=ah7+Q "1 + 十 Co 
为 方 阵 
pl(A)=a,.A" +a 1A! + +ool 
的 一 特征 值 . 我 们 可 将 此 性 质 推广 到 任意 维 Banach 空 间 中 
去 ， 为 证 明 方 便 起 见 ，5| 用 下 列 符号 
plo(T) = {Iu€ECl p= £4), AEo(T))} (3) 
即 p (oo (7T)) 为 对 于 谱 值 1 Eo(T) 上 的 多 项 式 p(4) 所 有 复数 
之 集 ， 同样 pfp (7 了)] 也 有 类 似 的 意义 . 
6.4-2 ” 谱 的 多 项 式 映 射 定理 . 设 X 为 一 复 Banach 空 
i，TEB(X,X) 有 月 
pA)=QA4"r+Q dit +o (a,#0) 
人 | o (p(T))= p07T)) 
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处 ， 算 子 
p(7)= Cr" ta "Tl + oe.. + CT 
的 谱 值 " (加 (7)) 为 值 c(7) 上 的 多 项 式 pkto(7)) 所 有 复数 之 
集 
证 明 : 假设 cc(7) 关 四 〈 风 6 3-5) 
当 n= 0 财 p (9(7)) ={aoy=a(p(T)) 命题 成 立 
” ?>0 (qa) 先 证 
o (pL)) Cp oT)) (4) 
令 S=p(T) 则 
oS. = p(T)- 1 (4EOC) 
名 3 .存在 则 其 应 为 p(7) 的 顶 解 算 子 ， 现 将 4 固定 ， 由 于 天 
为 复 的 ， 多 项 式 5. (0) = p()) -& 可 分 解 为 x 个 一 次 因 式 ， 
DMP Hg) Hr hp) 
(5) 
其 中 rj， fr29 为 的 假 ， 对 六 的 算 子 为 
S.A.=pT)-ul=0. (人 -ro (Tr 1 门 。 (7 —r,7) 
在 每 一 六 在 P( 六 中， 岂 定 理 6.2-3 短 -- (人 -7 存在 定 广 
在 整个 空间 和 上 的 有 和 界 赣 算 子 ， 月 


S-1 = Tor IT ra) Tp 


故 / Cp (Pp (7)) 其 等 价 于 
L&Co(p(D)) = 存在 r,; € vw (7) 
由 (5) 得 
Ori) = pr) -AU=0 
因此 
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UL=pri)EpoO)) 
由 Eo(Cp(T)) 为 任意 则 (4a) 得 证 
(5b) 再 证 
plo (1)) Co (pl )) (6) 
3] KEPGT) KR €o(p()) 
令 Kp(o (7 了 )) 出 定义 存在 一 谱 值 bh €0 (7) K = p (pb) 
下 面 分 作 两 种 情况 计 纶 
(4) 了 -AH 不 存在 道 算 于 
从 六 = p( 如 得 p68) -并 =0 则 6 为 多 项 式 
Se/)=00) -KK 
的 一 根 ， 琶 
SPD=p0) -KK= -pg 
共 帅 jg 04) 可 以 表示 为 e。 与 其 他 2 -1 个 一 次 因子 的 乘积 ， 其 所 
对 应 站 鼻子 为 


S,=£(7)- Kili= (7 -pI)o(1) (7) 
由 北 g (7) 的 所 有 因子 均 可 与 7 -BB/ 交 换 ， 则 可 得 到 
S,=a(7)(7 -pH1) (8) 


假如 护 ;在 在 逆 算 了 于， 由 (7) 、(8) 可 推 得 

i= (TT-pDoT SS, 5.'9 (7) (7 -AD 
这 说 明了 ~ pi 存在 逆 算 子 ， 与 假 议 亨 盾 . 因此 ， 对 于 人 人。 
p(T) 不 存在 预 解 式 Si'， 卜 人 E00(p(7D)) HA EP (0 (7)) 为 
任 合 ， 命 题 在 了 ~ PI 不 存在 诞 的 情况 下 成 并 

(B) 了 -pf 让 在 划算 于 

设 pEol(T)，R= p(B) 由 了 -BL 存在 ， 则 了 -B81 的 值 域 

R(T -BI)A (9) 
否则 ， 将 4.11-3 有 界 诸 算 子 定理 应 用 于 胃 半 -pl 得 
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pEBp(7) 这 与 假设 APEC7 不 盾 
再 由 (7) 与 (9) 知 


RR(s,) A 
这 意味 着 RE。[Dp(7) ， 不然 购 话 和 FEGEPpOp7)， 应 用 6. 2- 
3 引 理 ( 刀 于 DT ) 得 民 Cs = 王子 后 . 

由 (4)、(B) 则 * 纪 得 证 ， 联 侣 (a) ，(6) 命 题 成 立 


最 后 研究 特征 问 量 的 一 基本 性 时 
6.4-3 定理 (线性 无 关 性 ) . 在 癌 量 空间 X 上 ， 对 应 


线性 算 子 了 的 不 同 特征 值 4 /2 fs [的 特征 加 时 xs 2 


组 成 一 线性 无 关 集 . z 

证 明 : 先 假设 {x1, x2,…,x,} 线 性 相关 ， 然后 导出 于 后 ， 
令 x ,为 第 一 个 可 由 前 面 几 个 向 量 线性 表 出 的 向 量 ” 即 
一 CI 二 十 人 (10 


且 人 {X19 Xm-1) 为 线性 无 闫 的， 对 全 0) 的 两 婴 施 以 一 1 入 


m1 
(Tf 一 1 /x,= > 


1 =1 


mo ) 


Qi Ai — An}X, 


村 


1=!] 


由 ,六 对 应 2 的 特征 问 量 ， 上 式 太 六 习 为 零 。 再 由 X1,…， 
Xxx 的 线性 无 美 假 设 得 


ti (hh, ~ hn = 0, “1 


但;) 半 2。{7= 1,2， 
0; 二 0， 开 (10; 得 xs=0 与 Xn 为 入 征 河东 才 语 ， 命 居 得 赴 ， 


习 题 6.4 


1 不 用 (1)》 或 6,4- (6) 来 喜 接 证 明 (2) 
2 从 (1) 3 (2) 


8， 者 9 ,1 EBCXY, 入 ;7。 证 明 对 任 总 *€2(5) 则 p(7) 


Ri(s)— R71)= RR (Ss)(7T ~ s) R(T) 
4， 设 全 为 复 Banach 空 间 ， 7 人 B8(X, 广 )， 且 为 一 多 里 式 ， 
证 明 方 程 
pIf)x= yy (x,vE€A) 
对 每 一 76G 兴 有 唯一 解 x 的 充分 几 要 条 件 是 :对 所 有 AE€0(f1)p(4) 计 9 
5 在 定理 6.4 -2 中 ， 为 什么 空间 广 上 必 灌 为 复 的 ? 
6， 用 定理 6.4-?， 求 2 阶 方程 存在 ?个 能 张 成 全 空间 C" 《或 用") 
的 特征 向量 的 充分 条 件 . 
7. 证明 ， 复 Banach 空 间 才 上 他 -一 算 子 
1 把 已 (AT) 有 
r (Oo7)=|alr 7)， rry78)=Cr(L)) (RECA 
其 中 7 ,表示 谱 半 径 
83、 确定 下 述 和 矩阵 的 特 熏 值 (9) 首 过 直接 计算 ， 
(65) 通过 证 明 .A4?= 7 


0 1 0 
A= 1 0 0 
0 0 1 


9， (省 等 算 子 ) ” 设 了 为 Banach 空 间 上 有 界线 性 和 澳 子 , 攻 店 ?= 
1 称 了 为 稼 等 的 . 试 举 -- 例 并 证 明 若 ! 涯 0 县 关 7 央 其 谐 为 c(L ) = 
{10, 1} . 

(a) 遂 过 6 ,3 节 (9) 式 证 明 

(6) 通过 6 ,4-2 定 理 证 明 

10。 证 明年 阵 


‘1 i 0 
‘22 | 
0 0 1 


表示 一 关于 标准 化 直 交 基 8 的 等 舌 算 子 
326 


™ 


fF, RI>R! 

Ca) 利用 习题 9 证 明 c(7) = 10,1) 
(2) 直接 计算 

并 求 其 特征 向 量 与 特征 空间 . 


S6.5 Banach 代 数 


值得 考虑 的 是 ， 谱 的 存在 也 与 Banach 代 数 有 关 ， 所 请 
Banach 代 数 其 既 为 Banach 空 间 同 时 又 是 一 代数 ， 并 且 在 此 
两 概念 中 有 一 个 “ 相 容 关系 ”. 下 面 我 们 先 从 有 关 的 概念 开 
始 介绍 

一 孝 域 后 上 的 代数 4 为 开 上 的 向 量 空间 ， 朋 在 其 上 定义 
了 乘法 ， 即 对 于 4 中 任 一 对 有 序 元 素 x*，y € 4， 存在 唯一 元 
素 xy € 4， 并 满足 下 列 运算 性 质 ， 

对 所 有 4 E 尺 及 、y、2 E44 有， 


(XYy)2= Xx(y2) (1) 
X(Y+2)= XYy+X2 (20) 
(xX+ YZ= X22+ Y2 (2D ) 
Q(XY)= (ax)y= x(QYy) (3) 


若 民 = R 或 C， 则 A 称 为 实 的 或 复 的 代数 . 
若 4 中 的 屠 法 是 交换 和 的 ， 即 对 于 任何 Xx，y € A， 有 
XY= YX (4) 
则 称 4 为 交换 (或 AbeD 代数 . 
若 4 中 含 一 元 素 e 使 得 对 所 有 x E 4 有 ， 
exX= XE=X (5) 
称 e 为 4 的 单位 元 素 ， 并 称 4 为 有 单位 元 素 的 代数 . 知 4 有 单 
位 元 内 ， 则 其 是 叭 一 和 的， 事实 上 ， 阁 e 与 e' 均 为 4 的 单位 元 
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素 . 则 ， 


ee’=e€ Ce’ 是 单位 元 素 》 
ee’=e’ 《e 是 单位 元 峻 ) 
Hl] e=e 


6.5-1 定义 〈 赋 范 代 数 ，Banach 代 数 ) ， 赋 犯人 代数 4 
为 一 赋 范 裤 问 又 是 一 代数 有 旦 对 于 所 有 的 
xX,y€ A 有 有 ， 
xy < x ly (6) 
若 4 含 单位 元 素 e 时 设 其 范 数 jel =1. 
Banach 代 数 为 一 赋 范 代数 , 将 其 看 作 赋 范 空 间 时 它 还 征 完备 
的 ， 
注意 (6〉 式 为 乘法 和 范 数 联 系 关 系 . 并 月 从 
XY — Xoyo = xCy —y0) + (x — Xo) yol 
< jx| ly — yol + lx ~ xol lyol 
看 出 ， 乘 积 为 其 因子 的 二 元 连续 消 数 ， 
从 下 面 诸 例 可 以 看 出 ， 很 多 常见 的 空间 都 是 Banacth 代 
数 . 
例 ， 
6.5-2 ”空间 R 与 C. 实 直线 及 与 复 平面 C 为 具有 单位 元 
索 e = 1 的 交换 Banach 代 数 . 
6.5-3 空间 Cca,p)， 乘积 按 通常 定义 ; 


(xy) (1) = x(t) y(t) { € [a,b) 
其 为 具有 单位 元 素 (*= 1) 的 交换 banach 人 代数， 关系 式 (6) 
不 难 验 证 成 这 


由 一 切 多 项 式 构成 的 Cta, 0 子 空间 是 一 含 单 位 元素 (e = 1) 
的 交换 吴 范 代数 ， 
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6.5-4 符 阵 ， 所 有 复 12xmw 年 阵 (>>1 旦 固定 ) 组 成 的 
亲 研 空间 亏 是 具有 单位 元 素 ! (wm 洽 单位 年 阵 ) 的 不 可 交换 代 
纹 ， 且 通过 在 六 于 定义 一 范 数 ( 见 2,7 节 习题 8》 ， 可 得 到 
Baunach 代 数 . 

6.5-5 空间 B(X,X). 复 Banach 空 间 X{0} 上 的 一 
切 有 异 线 机 算 子 组 成 的 Banach 空 介 3(X, 半 ) 其 中 乘法 定义 
为 算 本 入 合成 ， 关 系 式 (6) 起 

Ta a 
了 其 为 仿 单 位 天 和 : (X 上 的 恒 等 算 子 ) 的 ganaca 人 代数， 除 
了 dimA 1，B(X, 久 ) 均 为 不 可 交换 的 . 
设 4 为 县 有 单位 元 灶 的 代数 ，x E€ 4 若 存 在 x 天 E.4 使 得 
X XXX 一 
称 x :为 Y 的 道 并 称 x 为 可 道 的 . 

在 X 为 可 逆 的 ， 则 其 六 和 定 唯一 的 . 事实 上 上 ， 由 

yx 三 6 二 Xz 得 
V= ye= Y(X2) = (YX)2= ez = 2. 

用 上 述 概 念 ， 可 表达 下 列 定义 . 

6.5-6 定义 ( 预 解 集 、 谱 ). 设 4 为 一 具有 单位 元 素 的 
Banach 代 数 ，xE 4 的 预 解 集 C(4x) 为 使 < - 4e 为 可 逆 的 所 有 
复数 4 所 成 之 集 ，x 的 谱 0 (Xx) 为 p(x) 在 复 平面 上 的 余 集 0 (Xx) 
=C-Oox)， 任 一 4Eca(x) 称 为 Xx 的 谱 值 ， 

因此 : x€ 4 的 谱 值 是 复数 4 其 使 x - 4e 不 存在 赣 ， 

自然 会 性 虑 这 样 一 个 问题 ， 若 六 为 腥 的 Banach 空 间 ， 
则 BC 对， 针 ) 为 一 Banach 人 代数， 十 述 6.5-6 定 义 可 以 使 用 ， 
但 其 是 否 与 前 边 的 6.2-1 定 义 相 一 致 ? 下 面 的 结果 证 明确 系 
如 此 . 
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设 TEBCLX，X) 有 4 依 6,5-6 定 义 属于 预 解 集 2( 了 7) 因 而 
ROT)= (TT-47)-!: 存 在 HRATYEBCX，)， 即 RD) 
为 定义 在 关上 的 有 界线 性 算 子 则 4E€p(T;， 其 中 p(T) 是 由 
6.2-1 炬 六 和 约 ， 

有 反之 ， 设 4Ep(T)， 其 中 2(T) 由 6, 2-1 定 义 ， 则 RR, (TT) 
存在 有 旦 为 线性 、 有 界 并 定义 在 和 一 稠密 子 集 上 . 由 引 理 
6.2-3(b) 推 得 R,( 了 7) 定义 在 金 空间 上 ， 因 此 4€p(T)， 其 中 
DZ 是 由 6.5-6 定 又 的 

履 6. 2-1 与 6. 5-6 针 定义 的 预 解 集 和 谱 是 一 致 的 ， 


习 题 6.5 


1. 例 6.5-4 中 苍 为 什么 第 完备 的 ? 
2. 证 明 例 6.5-3 中 的 (6) 式 成 立 ， 
3. 怎样 使 ?个 复数 有 序 组 构成 的 向 量 空间 成 为 一 BaracA 代 数 ? 
4. (a) 6.5-2, (5b) 6.5-3 (ec) 6.5-4 
中 的 可 道 元 素 各 是 什么 ? 
5 . 证 明 6.5-4 中 必 元 素 的 谱 其 按 6.5-6 定 义 与 按 6.1-1 定 义 相 一 
人 2X ， 
6. 求 XECla，62 的 oc C(x) 其 中 x(f)= sint 
对 企 意 xEC[a，6] 求 出 r(x) 
7. 证明 一 向 量 空 间 到 自身 的 所 有 线性 算 子 所 成 之 集 构成 一 代数 
8. 设 A4 为 含 单位 元 素 的 复 Banach 代 数 ， 车 对 于 x 4 存在 y， 
:和 4， 目 yx=e，YXz2=e， 试 证 x 为 可 闭 的 日 yy= z= x-1. 
9. 车 x€ 4 为 可 逆 且 与 YE .4 可 交换 ， 试 证 x-! 与 y 亦 可 交换 ， 
10。 代数 好 的 子 集 4 ， 知 将 各 运算 作用 十 4 中 的 元 素 结果 仍 在 
了 1 中 了 有时， 穆 4 为 4 的 于 人 代数， 三 4 中 所 有 元 素 均 能 交换 的 元 素 所 成 
集 4 称 为 .4 的 中 心 ， 试 给 出 实 伤 .并 证 明 C 是 4 的 一 可 交换 的 于 代数 ， 
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86.6 Banach 代 数 的 进一步 性 质 


这 一 前 要 说 明 这 样 一 重要 事实 ， 束 起 本 章 前 几 调 的 某 些 
禾 果 可 以 推广 到 Banach 代 数 中 央 。 

6.6-1 定理 ( 逆 ). 设 4 为 人 有 单位 元 素 e 的 复 Banacai 
人 代数， 者 XE 4 日 人 过 1， 则 e-x 为 可 道 的 且 


(e 一 %) ”=e+ 人 > xX, (1) 


证 明 ， 由 上 上 节 (6) 式 得 Ix 种 过 jxi'， 又 因 1 对 之 1 所 以 
级 数 (1) 绝 对 收敛 ， 再 由 A 是 完备 的 知 其 收敛 . 令 = 为 其 利 ， 
今 证 2 = (e 一 2%) 一 
(e~X)(eEtX+*+X") 
= (€@+ X+e+ XxX)(e—X)=e~-X"*! (2) 
令 M->co， 由 用 <1 则 xz 一 0， 且 4 中 乘法 是 连续 的 , 故 由 
(2) 式 得 
(e—-X)S=S(e—-Xx)=e 
外 SS = (e 一 x)-! 定 理 得 证 
若 给 定 一 含 单 位 元 素 e 的 复 Banach 代 数 4， 考 虑 4 中 所 
有 可 诞 元 达 构 成 的 子 集 G，、 其 所 以 用 G 表 示 ， 因 为 其 为 一 样 
(参看 附录 1 的 A, 18) 
事实 上 上 ，ekEC， 若 YEC 和 用 (xD =XEGC 知 XGOC 又 
藻 Y、2> ECG 由 
(XY)I(Y IX I) =e=(y Ix !) (xY), 
Hy Tix != (xy) Hxy EC. 
下 面 焉 明 G 为 开 集 
6.6-2 定理 (可 逆 元 素 )， 设 .4 为 一 上 共有 单位 元 素 的 复 
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Banach 代 数 ， 则 A 之 所 有 可 逆 元 素 之 集 6 为 4 的 开 子 集 ， 即 
所 有 不 可 逆 元 素 之 介 Mf = 4 -G 为 4 闭 子 集 . 
证 明 ， 若 zi EG， 刚 -由 关 0， 今 证 明 对 于 xE 4 且 满 足 


l 
EE 证 


上 一 
Ci 
P= 


= | 一 2 = lx 1x— x 1xol 
= IX x- x xo x- x <1 
记 6,6-1 定 理 知 z= -2 =x 'xE€G， 又 由 GG 为 一 群 故 
XX xX)=XEG 
出 x 的 任 总 性 证 得 G 为 开 集 其 余 集 寻 为 团 集 
参照 6.5-6 定 义 ，XE4 的 谱 半 径 r。(x) 定 为 
r (x) = Sup | (3) 


加 人 


6.6-3 定理 ( 谱 ). 设 4 为 含 单位 元 素 e 的 复 Banach 代 

数 ， 风 对 于 任意 xE 4， 其 并 2(x) 为 紧 的 且 其 谱 半 径 满足 
六 (xX) TX (4) 

证 明 ; 若 M 放 > 则 i147!xi 之 1， 根据 6.6-1 
e- 4-17 为 可 道 的 , 故 -40z -445x)=Yx-ic 亦 为 可 和 送 的 ， 即 
“EOtxi， (人 ) 式 得 证 ， 由 xfgx) 为 有 办 . 

若 4EO(CO 则 xx- 7e 旦 定义 知 其 可 道 ， 根 据 6.6-2 存 在 
X -4 为 中 心 一 仿 域 NC4， 其 中 全 为 可 道 元 素 。 现 对 园 定 
的 x 喘 射 一 >2 -46 为 连续 的 ， 当 4 充分 接近 4 时， 如 
4 一 4 < 之 6 其 中 >0 相 应 的 x -4eEN， 巾 这些 x -Xe 可 道 ， 
起 和 4 EPLX) .由 于 4oEOOz) 的 任意 性 可 知 DCxz) 为 开 集 ， 
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r(x = 个 -0(x) 为 六 集 ， 
于 种 定 奸 也 证 明了 PC) 8， 利用 解析 汕 数 知识 还 可 以 
i 证明， 在 河 伴 假设 条 件 下 oo(x) 去 
在 以 往 的 讨论 中 ， 单 位 元 业 e 的 存在 是 必 不 可 少 的 ， 在 
证 多 应 用 中 的 4 傅 有 具 有 单位 元 素 ， 但 也 要 提 一 下 在 不 存在 单 
位 元 素 财 该 怎 么 办 ? 下 面 是 对 4 提供 一 单位 元 素 的 典型 方式 
令 A 为 一 切 有 序 对 (x, 4) 所 成 之 集 ， 其 中 x € 4， ao 为数 
量 、 并 定义 
(x, Q)+(y, PB)=(x+y, 2+p) 
plx, a)= (Px, pa) 
(x, a)(yv, BP)= (xyt+oy+Bx, ap) 
C(x, 2): = Ix| + lal 


e = (0,1) 

则 4 为 一 具有 单位 元 素 e 的 Banach 代 数 ， 事 实 上 6.5 节 
的 (1)，(2)，(3)，(6) 与 (7) 很 容易 验证 ，.4 的 完备 性 可 从 
4 与 (完备 中 得 出 ， 

此 外 ， 当 有 4 与 4 均 看 作 作 赋 范 空间 时 ,映射 xF-> (x，0) 
为 4 到 4 -- 子 空间 的 同 构 ， 读 子 空 间 的 剩余 座 数 为 1 ， 若 将 
x 与 (x,0) 看 作 一 样 的 ， 则 4 可 简化 为 4 得 加 上 由 。 生成 的 一 
维 回 量 空 间 

习 题 6.6 
1. 车 lz- ci < 1， 试 证 x 为 可 记 的 ， 且 


YL se 二 2 (e~x)! 
1 Es 
2. 在 定理 6.6- 1 中 证 明 


xt 
1 一 jx| 


ie 一 %)1~e 一 Xi 二 


3。 少 x 为 可 道 的 且 y 满 足 |yx”<i 
对 任意 0 € 4 记 a?= e， 试 证 x -YY 为 可 赣 的 且 
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(x—y) "i=2» x i(yxX 1)! 
4。 试 证 一 切 形 如 


a b 
-| | 
0 0 


的 复数 阵 所 成 之 集 为 由 二 阶 方 阵 集 所 成 之 六 数 的 子 代 数 ， 并 求 o (x) 

5，Banach 代 数 4 之 元 素 x 的 谱 o (x) 要 依 末 于 44. 试 证 明 若 B 为 4 
的 子 代 数 ， 则 

otx) 一 o(x) 这 里 (x) 为 将 x 看 作 B 之 元 素 的 谱 ， 

6、 设 2，4UE p(x) 试 证 预 解 方程 

vp) ~ ?A)= (nm Av(p) (A) 

成 立 ， 其 中 v(x)= (x Aie)7 | 

7， 可 除 代 数 为 一 含有 单位 元 素 的 代数 且 对 每 一 非 零 苑 素 均 为 可 


逆 的 . 
若 揽 Banach 代 数 攻 为 训 除 代数 ， 试 证 4 为 单位 元 素 与 所 有 数量 乘 积 
所 成 之 集 


8. 设 G 是 6.6-2 所 定义 的 ， 试 证 由 

xx 了 确定 的 下身 C ~G 为 连续 的 

9，xE 4 的 左 迹 元 娄 为 YE .4， 即 yx= e， 类 但 地 硅 xz=e 则 ” 
为 x- 一 右 逆 元 素 ， 老 一 代数 4 的 每 一 元 素 x 专 0 均 有 左 迹 ， 试 证 才 为 一 
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可 除 代数 
10. 者 (Xn) 与 (yn) 为 一 赋 范 代数 4 中 的 Cauchy 序 列 ， 试 证 
(xy 外 为 4 中 的 Cauc8y 序 列 .此 外 ， 若 xu->x 和 yw>x。， 证 明 


Fy ny. 
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第 七 章 “ 赋 范 空间 上 的 紧 线性 
算 子 及 其 谱 


凑 线 性 算 子 有 很 重 昌 内 应 用 ， 趟 在 积分 方程 及 傣 多 数学 
物理 由 通 半 均 起 关键 作用 ， 而 其 性 质 义 近似 于 有 痕 维 罕 间 上 
的 算 寺 ,对 于 受 线 性 算 子 的 谱 论 , 可 视 为 线性 积分 方程 中 著名 
的 redbholmn 理 论 到 含 复 参 数 4 的 线性 诈 国 方程 1x-4X=y 

-的 推广 ， 基 一 般 化 即 所 谓 的 Riesz->caauder 理 论 . 


重要 概念 、 主 要 内 容 的 概述 
线性 算 子 的 紧 性 〈 定 义 7.1-1) 其 由 积分 方程 抽象 而 得 ， 
是 为 Eredholama 理 论 中 所 必需 竟 性 质 ， 在 7.1 和 7. 2 季 中 将 讨 
论 矢 线 性 算 子 一 般 的 、 重 要 的 性 质 ，7.3 和 7.4 节 为 其 谱 的 性 
质 ， 基 于 此 建 这 了 Riesz-5chauder 理 论 . 7.5-7.7 闻 研究 有 
务 痉 了 方程 的 一 些 结 末 ， 并 包括 其 在 积分 方程 上 的 应 用 . 


S7.1 赋 范 室 加 上 条 线性 血本 


杂 线 性 算 于 定义 如 下 : 

7.1-1 定义 ( 蛇 线性 算 子 )， 设 区 与 了 为 赋 邯 空间 ， 算 子 
7 :X 了 称 为 茶 线 性 算 子 (或 全 连 组 线性 算 子 ) 若 了 为 线性 
的 且 对 入 的 生 一 有 家 子 集 并 ， 其 絮 1 性 ) 为 相对 泰 的 〈 吕 其 


闭 旬 人 CI ) 为 紧 的 ) 
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在 分 析 中 很 多 线性 算 子 是 紧 的 ， 紧 线性 算 子 类 的 理论 在 
由 直列 积分 方程 中 引出 ， 
(了 -47)x(3)= y(s) 其 中 
Txts) = | As dxdt (1) 


其 中 4 EC 为 一 参数 〈 假 定 4 关 0 则 (1 式 称 为 第 二 类 的 ， 芳 
4 = 0 称 为 第 一 类 的 ， 对 应 这 二 类 的 理论 有 很 大 差别 ) y 与 核 
人 为 给 定 的 区 级 〈 满 中 一定 的 委 件 ) ，x 为 木 知 隐 数 .过 类 
方程 在 第 、 偏 秘 分 方程 中 均 有 一 定 的 位 置 . D.,1lilbert(1912) 
发 现 一 个 使 人 和 亿 寞 的 事实 ， 关 十 避 ) 式 的 可 解 性 的 基本 结论 
(“了 redholm 理 论 ”) 十 ， 并 不 依赖 于 (DD) 式 中 个 的 禹 分 下 
不 起 的 存在 耐 仪 依赖 于 (了) 式 中 7 了 假设 为 《“ 迷 ”线性 算 了 车. 

术语 “过 ” 碟 由 定 关 中 5 出 的 .用 的 入 “全 连 线 ”可 从 
下 述 引 理 结 果 中 得 出 ， 其 证 明了 一 紧 线性 算 子 必 为 连续 ， 但 
反之 一 般 并 不 成 了 并. 

7.1-2 5 引 理 (连续 性 )， 设 针 与 Y 为 峙 冰 空 间 ， 则 ， 

(a) 每 一 紧 线性 算 子 TT: 久 -> 了 为 有 界 的 ， 因 而 连 续 . 

(b) 若 dimX = co 伺 等 算 子 1:X->X 《其 为 连续 》 不 
是 肥 的 ， 

证 明 (a》 单 位 球面 U = {xEX jjxi = 了 为 有 和 恰 ， 由 了 
为 紧 的 ， 则 了 (CU) 为 紧 集 ， 由 2.5-2 知 其 为 有 界 ， 故 


Sup | ZX < ee 


| xl=1 


因此 7 了 为 有 界 再 出 定理 2.7-10 知 其 为 连续 ， 
(b) 闲 单 位 球 邮 =1xXEX HI 委 1 为 有 界 ， 匣 


dim 久 =oo， 汪 2,5-5 知 机 不 为 至 集 ， 因 此 0 = = 1 本 
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是 相对 紧 的 . 
由 集 的 紧 性 定义 ， 不 难得 到 下 面 判 定 算 子 紧 性 的 规则 . 
7.1-3 定理 ( 紧 性 判定 准 则 ) ， 设 筷 与 了 为 赋 范 空间 且 
7:X 一 了 为 一 线性 算 子 ， 则 了 为 紧 的 充分 且 必 要 条 件 是 : 其 
将 关中 的 每 一 有 界 序列 (x,) 映 射 到 YY 中 的 序列 (7'x,) 均 含有 
一 收 化 的 于 序列 ， 
证 明 寿 为 泽 的 是 (Xx;) 为 有 和 界 则 Y 了 中 的 (x,) 的 闭 包 
直上 紧 的 ， 并 由 定义 2.5-1 知 (7Tx,) 包 含 一 收敛 的 子 序列 . 
反之 ， 设 每 一 有 界 序列 (x,) 包 括 一 子 序 别 (x,,) 使 得 


(7x4,) 在 Y 中 收敛 ， 今 考察 任 一 有 界 子 集 BCX， 且 设 (y,) 


为 1 (8B) 中 任 一 序列 ， 旭 有 某 一 x，E 也， Ys = xX,, 由 BB 为 有 
界 知 (x,) 为 有 界 。 由 假设 (x,) 包 含 一 收 钱 的 子 序列 ， 根 所 


定义 2.5-1 及 {y ,在 7 (B) 中 为 任意 知 T(B) 为 紧 的 ， 故 了 满 
足 兰 算 子 的 定义 条 件 . 

根据 此 定理 可 以 得 到 两 紧 线 性 算 子 7;:X->Y 的 和 
T+ 了 是 紧 的 ( 参 汶 习 题 2) 类 似 地 , 车 a 为 任 一 数量 则 aT， 
为 崇 的 . 故 有 下 述 结论 ， 

从 半身 到 Y 的 紧 线性 算 子 形成 一 向 量 空 间 ， 

此 外 ， 凤 性 判定 准则 在 有 限 维 情况 下 可 得 到 更 简单 的 结 
朱 . 

1, 1-4 定理 (定义 域 或 值 域 为 有 限 维 ). 设 XX 与 了 为 赋 
汇 空间 且 : 评 ->) 为 一 线性 算 子 ， 则 ， 

(a)》 若 了 有 界 昌 in7(X)<c， 则 算 子 7 为 紧 的 ， 

(0) 右 dinAX< ce， 则 算 子 ! 下 芭 的 ， 

证 明 《9) 设 (x,) 为 六 中 任意 有 界 序列 ， 则 由 xsl 志 
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人 得 知人 7x,)》 为 有 界 ， 因 dim7(X)<ce 理 根据 2.5-83 
知 (Tx,) 为 相对 紧 ， 由 此 得 (7x,) 有 一 收敛 的 子 席 列 . 因 
(x,) 为 半 中 任意 有 界 序 列 ， 由 定义 7.1-3 知 算 子 7 为 紧 的 ， 

(5 由 2.7-8 知 dimX<co 推 得 了 为 有 界 ， 再 由 2.6-9(5) 
为 dimy7 (X) 和 dimX， 再 由 (o) 得 证 . 

我 们 第 称 一 算 子 TEBCX， 了 是 dimT(X) 之 wo 为 有 限 
秩 算 十 . 

下 述 定 理 说 明 存 什么 条 件 下 一 紧 线 性 算 子 序列 的 极限 仍 
为 杂 的 ， 基 重要 性 在 于 ， 为 证 明 给 定 算 子 为 紧 的 ， 定 理 可 提 
供 一 方法 证， 将 其 表示 为 一 致 紧 线 性 算 子 序列 的 极限 . 

7.1-5 定理 ( 系 线 性 算 子 序列 ) ， 令 (7 ,) 为 一 从 冉 范 空 
间 革 到 Banacth 空 间 Y 的 了 紧 线 性 算 子 的 序列 ， 若 (T,) 为 一 致 
算 子 收效 ， 即 | - TI 一 0 (参看 4.8 节 ) 则 其 极限 算 子 7 为 
荣 有 的 . 

证 明 利用 “对 角 线 法 ”证 明 对 立 中 任意 有 界 序列 (x，) 
其 象 (7 Xe 存在 一 收 丝 的 子 序 列 ， 然 后 再 应 用 定理 7.1-3， 

由 个 为 紧 的 ， (xn) 存在 一 子 序列 (xb 使 得 (Tixi ,， 
为 Cauchy 序 列 ， 类 似 地 (xi *) 存在 一 子 序 列 (x:，，) 使 
得 (>x，7) 为 Cauchy 序列 ， 继 续 下 去 . 可 以 看 到 “对 角 
线 序列 ”(yn) = (xn) 为 (xn) 的 一 子 序 列 ， 且 对 于 任意 转 
定 的 下 整数 序列 (Tyn)w es 为 Cauchy 序 列 , 由 (x，) 为 有 分 
出 对 所 有 的 mm， ix 和 CC、 因此 和 入 C， 令 e>0， 由 了 ,一 了 
就 在 在 --n= gb 使 得 人 -7 <e/3C. 又 (Toywywsy 为 
Latcby 序 列 ， 则 存在 一 信使 得 


Ty; -Toy (j,k> N) 
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jy 一 
十 IT pys -ye 


z 。 £ | 
< if 加 1 上 二 3 + ip | 


< 一 有 e 
ac+ w+arec=e8。 
oC 3 3c 


这 就 证 明 (Ty,) 为 Catchy 序 列 ， 由 的 完备 性 知 其 收敛 . 注 
意 到 (yw) 为 任意 有 界 序列 的 子 序 列 ， 根 据 7.1-3 定 理 推 得 算 
了 7 为 双 的 ， 

注意 上 述 定 理 条 件 若 用 强 算 子 收 伍 iT,x -7xl ->0 代 替 
一 致 算 子 收敛 则 命题 不 成 立 . 这 可 由 下 例 看 出 . 人,， 关 -> 下 
由 T,X= (5 0，0，…) 定义 ， 此 中 x= (£;,)ER 
因为 7, 为 线性 、 有 界 ， 由 7.1-4(a) 知 T, 为 紧 的 , 显然 T ,x 一 
x= Jx， 但 由 千 diml?= ce 知 其 为 非 紧 的 ， 

下 面倒 子 阅 明 如 何 使 用 上 还 定理 来 证 明 一 给 定 算 子 为 紧 
[ 旺 : 

7.1-6 例 ( 空 间 靖 ) .证 明 7: 人 2 一 人 由 y= (mn;) = Tx 定义 
(条 中 x= (87) Ef = j=1，2,，*……) 为 迷 的 . 
谣 ， 了 了 为 线性 ， x = 全) EE 显然 y= (7;) E12. 令 

7 如下， 


Fe 和 
&] G2 G3 Gx \ 
2 二 在 一 ， ~- 0 0 者 志向 
\ j ’ A 3 > 六 > ? 1 


了 


了 ,为 线性 生 有 界 ， 由 7,1-4(9) 知 其 为 坚信 ， 癌 


| om 1 
(4 -7.,)xl?= 22Nt 2 
x= 


1=n+1 


取 所 有 汇 数 为 1 的 x 的 上 确 界 得 : 
I 一 人 ,| < 


因此 T,->T。. 且 由 定理 7,1-5 知 本 为 紧 的 。 

有 关 紧 线性 算 子 共 他 重要 茜 本 性 质 为 ， 其 将 弦 收 钱 序 列 
转化 为 强 收 敛 序列 ， 结 果 如 下 

7. 1-7 定 理 ( 弱 收 伊 ). 没 X 3Y 为 赋 范 空间， 县 ;XX 一 
7 为 一 紧 线 性 算 子 ， 设 (x,) 在 达 中 为 弱 收 伍 ， 即 x, “>Xx, 则 
CTx,) 在 Y 中 为 强 收 鳅 有 具有 极限 y= TX. 

证 明 ; 设 v,=7x;, 和 » = Tx， 首 先 证 明 


yr yy. / ‘4) 
再 证 明 

ys—>y : 3, 
邻 g 为 Y 上 任意 有 界线 性 泛 滴 ， 现 定义 X 上 一 泛 归 1 为 

f(z)= g(Tz) (= € A) 


/为 线性 .由 7 为 紧 的 则 其 为 有 有 界 歼 /为 有 和 界 量 
| fC)! =1 og(T2) Si giT> jolT 
由 定义 XxX, “>7 比 涵 f(x,) 一 fix), 因 此 g(Tx， ,CT 让 ， 
9g(yu)->9(v) 因 9 为 任意 ，!2) 得 证 . 
现 证 (3) ,. 设 (3) 式 不 成 立 , 则 (y 光 存在 一 子 序 列 (yi 
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使 得 对 某 个 7>> 0 

st, (4) 
由 (x,) 为 弱 收 你 ， 由 4.7-3(c) 知 (y。) 为 有 界 ， 因 而 (xi) 
亦 有 界 ， 根 据 7.1-37 的 紧 性 曹 涵 (Tx,) 存 在 一 收 伍 的 子 序 


列 ， 加 (Y;)， 设 》 ~> ?7 ， 


y;“ >y 由 (2) 及 4.7-3(D) 知 yY = 
因此 


ly; -yl|—>0 
但 由 (4) ly -yi 之 n> 0 矛盾 ， 则 (3) 式 必 成 立 


习题 7.,1 


1. 证 明 : 任意 赋 范 空间 上 的 零 算 子 为 紧 的 ， 

2. 车 了 与 了 :为 从 一 赋 范 空间 民 到 一 典范 空间 了 的 基线 性 算 子 ， 
证 明了 + 了 :为 紧 线性 算 子 。 再 证 明 从 和 到 上 的 紧 线 性 算 子 构成 
B(X,Y) 的 子 空间 C (X,Y ) 

3， 若 Y 为 Banach 空 间 ， 主 明 习 题 2 中 移 C(X， 了 了) 为 B(X,Y) 
的 中 子 集 ， 

4， 若 Y 为 Banach 空 间 ， 证 明 习 题 2 中 的 C( 和 了) 为 一 Banach 
空 昌 j . 

5 。 在 昌文 已 经 证 得 ， 定 理 7.1-5 中 的 一 致 算 子 收敛 条 件 若 用 强 算 
子 收 伐 条 件 代 答 时 ， 命 题 不 成 立 .证 明 : 该 反例 中 的 算 子 二 ,为 有 界 ， 

565， 有 意义 的 是 : 在 7 .1-5 中 的 条 件 能 减弱 但 并 不 影响 又 线性 算 子 
的 沟 念 .为 此 斌 证明, -线性 算 子 7: 人 > 了 (二 为 贼 范 空间 ) 为 紧 的 
充分 必要 条 崖 是 ， 音 位 球 M 一 式 的 象 了 (9) 在 了 中 为 相对 紧 的 . 

7. 证 明 ，-- 线 性 算 子 了; 半 二 六 为 紧 的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 
个 范 数 不 超过 1 的 向 量 序列 其 象 (7 x 序列 有 收 诉 的 子 序 列 ， 
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8. 蔡 > 为 不 息 堂 司 革 中 一 固定 元 素 且 /GE *， 证 明 ; 由 了 x 
= f(x)z 定 义 的 算 了 :一 尺 为 茶 的 ， 

9， 厦 才 为 一 内 积 空 间 ， 证 明 : 对 固定 的 y 与 :由 /x= <x，y> >。 
定义 的 算 子 为 X 上 的 紧 线 性 算 子 ， 

10， 设 站 为 一 Banach 鹤 间 ， 用 了 ，: 和 > 了 ，n= 1 2，…， 为 有 
限 秩 算 子 .车 (7 ;) 为 一 致 算 子 收敛 ,证明 鞭 极限 算 子 为 内 的 . 

11, 证 明 ，Hilpbert 空 间 鼠 到 鼠 的 一 有 限 维 子 空间 上 的 疏 影 算 邯 
为 村 的 ， 

12, 证 明 ，7 :> 其 由 Tx= y= (07),X= (E99 二 5&)A2! 定 
义 为 对 的 . 

13， 证 明 : 71>1i， 太 bp 之 + oy, 其 由 Tx 二 y= (7;), X= (&;) 
nj 三 5 Ai 定义 为 荣 的 . 

14, 证明 7:1”>1” 其 由 7 了 x= y= 人 ;7); X= (82i = 7 是 
义 ， 为 紧 的 . 

15， 《连续 映射 》 设 7 : XY> 了 为 度量 空 间 六 到 度量 空间 了 的 连续 
了 映射， 证明 相 对 紧 集 4cCX 的 象 为 上 中 的 相对 紧 集 . 


$7.2 基线 性 工 子 的 进一步 性 质 


在 这 一 节 我 们 证 明 在 揣 范 空间 上 的 某 线 镍 算 子 的 值 域 为 
可 分 的 ， 并 朋 其 伴随 算 子 也 是 紧 的 ， 在 下 一 节 卫 究 紧 算 子 谱 
时 要 用 到 这 些 性 质 ， 以 上 的 讨论 都 基于 以 下 与 集 的 紧 性 相关 
的 凑 个 重 娶 概念 . 

7.2-1 定义 (e- 网 ， 全 有 界 性 )。 设 8B 为 一 度量 空间 六 的 
子 集 ， 给 定 s> 0 , 若 存 在 集 M .CAX, 使 得 对 每 一 点 zED,1， 
存在 一 点 其 到 z 的 距离 小 于 s, 则 称 邮 .为 总 的 一 个 e- 网 。 叉 大 
对 每 -*e 守 0，B 都 存在 着 有 限 e- 网 (其 中 “和 丰 限 ”意味 着 
M ,为 在 限 元 者 构成 之 集 ) , 则 称 B 为 全 有 界 的 . 
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因此 ，B 的 全 有 界 性 意味 着 ; 对 每 一 e 汪 0， 集 8 包含 在 
有 限 多 个 羊 径 为 的 开 球 的 开 之 中 . 

从 下 面 引 理 中 可 看 出 上 述 定 义 的 重要 意义 ， 该 引 理 还 息 
本 节气 命 题 证 明 的 关 链 ， 

7.2-2 引 理 (全 有 界 性 ) , 设 刀 为 一 度量 空间 有 的 于 集 ， 
则 : 

(a) ”车 8 为 相对 紧 的 ， 则 BB 二 全 有 前 的 ， 

(b) ”车 BB 是 人 金 有 界 且 义 为 完 鲁 则 2B 是 相对 紧 的 . 

(c) ”车 8B 是 金 有 界 则 对 于 征 一 se 之 0 都 相应 存在 一 有 限 的 
e- WM .CC 有 

(d) ”车 B 为 金 有 界 则 B 是 可 分 的 . 

证 明 ; (a) 设 召 为 相对 紧 的 ， 主 二 给 定 so0， 世 证 
中 和 对 应 存 在 一 有 so- 网 ， 若 吕 = 避 则 $$ 就 是 8 的 eo- 网 ， 乔 


B 隆 4$, 取 一 x1 EB， 落 对 所 有 的 2 EB dx 2)< 之 ec, 则 {x1} 
为 B 的 一 eo- 鸯 . 起 则 取 点 x Bd (x Xz)<<eoy 种 对 所 
有 zE€B 有 

d(x;, 2)<eo (j= 1 或 2) (1) 
则 {x1，xX2} 为 B 的 一 eo- 了 网 .否则 存在 2 = xsE 8 不 满足 (1) . 
此 时 若 对 所 有 的 >E 也， 


d(x,, 2)<eo (7=1，2 或 3) 
则 {XI， Xz，X3} 为 B 的 一 ey- 网 ， 否则 选 取 一 x,€B， 以 此 类 
推 . 可 以 断定 存在 一 正 整 数 ?， 在 n 步 后 可 使 集 {X1，…*, xX,))} 
为 B 的 一 8o- 网 .事实 上 ， 若 不 存在 这 样 的 x， 则 可 构造 一 序 
列 (x,) 使 其 满目 
d(x,, Xs,) en 对 7 了 关 R 
显然 ，(x;) 不 存在 一 Cauchy 子 厅 列 ;因而 (x) 不 存在 (在 XX 
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中 ) 收 敛 的 子 序 询 ， 由 (xj) 为 B 中 序列 ， 这 与 3 的 相对 紧 性 相 
矛盾 . 故 B 必 存在 一 有 限 的 eo- 网 ， 由 > 0 为 任意 ， 推 得 B 
为 完全 有 界 的 ， 
(wb) 设 好 为 完全 有 界 的 且 习 为 完备 . 考察 中 中 任 一 序列 
(x;) 现 证 明 其 在 对 中 有 收敛 的 子 序列 ， 轩 而 8 为 相对 紧 的 ， 
由 假设 对 : = 1，B 有 一 e- 网 ， 因 此 包含 在 有 限 多 个 半 
和 丛 为 | 的 开 球 的 并 集中 ， 从 这 些 球 中 取 一 球 B1， 夫 包括 (Xx,) 
的 无 限 多 项 (重复 计数 ), 并 设 (x ;,) 为 (x 在 Bi 中 的 子 上 序列 ， 
类 似 地 B 还 可 包含 在 半径 为 1/2 的 有 限 多 个 开 成 的 于 集中 ， 
从 这 些 球 中 选取 一 球 B: 其 包含 子 序 列 (x1, ,) 的 一 子 序列 (x;; 
,)， 连续 递 推 ， 取 e = 1/3，1/f… 开 邻 % ,=%,，。， 则 对 于 任 
意 给 定 e 盖 0 ， 存 在 一 N (依赖 二 6) 使 得 对 于 nn 之 入 的 yy, 均 
在 半径 为 e 球 中 ， 因 此 (y;) 为 Cauchy 上 序列， 由 站 完备 疏 其 在 


和 中 收敛 ,如 yyEX, 且 y, EB 这 蕴涵 着 y EB. 但 还 需 证 
明 下 面 结 果 ， 由 闭 包 定 义 ， 对 于 万 的 任 一 序列 (z,) 相 应 在 B 


中 均 存在 一 序列 (x,)， 对 每 一 n 均 满足 4(x,，z,)。“， 由 


(x,) 在 8 中， 如 上 所 证 其 存在 一 子 序列 在 B 中 收敛 ,再 由 
d(x,，21) 世 ， ,因而 (z,) 在 B 中 同样 有 一 收敛 的 子 序列 , 则 


2 是 紧 的 ， 即 8B 是 相对 紧 的 . 


(c) 在 B= 9 时 显然 成 立 ， 设 8z$ 由 假 讼 对 任意 给 定 
[的 e 守 0 ，B 存 在 一 有 最 的 -网 邮 ,| 忆 XX， 其 中 a1=e/2, 国光 


8 包含 于 有 限 多 个 以 导 ; 元 素 为 中 心 半径 为 6 的 开 球 的 上 后 琳 
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中 ， 设 Bl1，B:，…B, 为 与 相交 的 球 , 其 中 心 各 为 X11 和， 
仿 选 一 点 z ; EB 门 B，( 参 看 图 42) 则 M ,= (21， ,24} 忆 B 
为 B 的 一 *e- 网， 因为 对 每 一 2 €E B， 存 在 一 B ;包含 z 且 . 

d (z, 2;)d(z, X11) td(x;, 2;)<eltel=e 

(d) 设 B 为 全 有 
界 ， 则 由 (c) 8 包含 一 
个 对 自身 的 e- WA M1, 
其 中 e = ,=1/n， 

“= ],2，…， 所 有 这 
些 了 网 的 并 M 为 可 数 
集 ， 且 妈 在 已 中 稠 
密 ， 事 实 上 ， 对 任意 
给 定 的 e>>0， 存 在 图 42 引 理 7.2-2(c) 的 证 明 图 示 

1 使 得 1/n<es， 因 此 对 任意 zE 了 存在 CEMieCM， 使 得 
d (z，Q) < 之 :<。 这 就 证 明了 B 为 可 分 . 

全 有 界 盘 河 有 和 界 ， 反 之 一 般 不 成 并 ， 

上 述 命 题 第 一 部 分 较 显 然 .。 而 后 一 部 分 可 从 下 面 看 出 ; 
闵 单 位 球 U = {x |jx) <1} 忆 1 为 有 界 的 但 非 全 有 界 ， 因 为 1 
为 无 限 维 且 完 备 ， 因 而 上 0 非 紧 的 (参看 7.5-5) ， 由 7.2-2 
心 ) 知 U 不 能 是 全 有 田 的 ， 

95| 理 7. 2-2 包 括 了 进一步 研究 所 需要 的 性 质 而 其 他 虽 有 
意义 但 本 书 并 不 考虑 ， 将 在 习题 2 至 4 中 了 予以 介绍 . 

7.2-3 定理 ( 值 域 的 可 分 性 ) ，X 与 了 为 几 沁 空间 ， 紧 
线性 算 子 7 :和 一 了 的 值 域 尺 7 ) 为 可 分 有 的， 

证 明 ; 洲 嫩 球 互 ,= 有 (bcCX， 由 了 7 了 为 紧 的 ， 其 象 C， 
= 了 (B,) 为 相对 这 的 ， 再 由 5| 理 7. 2-2 知 CC。 为 可 分 的 ， 对 任 
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蕊 多 XE 其 汇 数 为 有 限 ， 即 xi 二 mn， 因此 存在 足够 大 的 ni， 
YE 姜 ,， 夏 


(a) 针 = j 8， (0 TX)Y = UTCB 
= HH |} 
一 {] CC， (2) 


因 C, 为 可 分 ， 其 有 可 数 的 稠密 子 集 D, 且 其 并 
万 = J 万 ， 
为 可 数 ， 由 (C26) 可 知 DD 在 值 域 R(T) =7(X) 中 稠密 ， 
下 面 定理 说 明 :，， 赋 范 空间 和 上 紧 线 性 算 子 可 扩张 到 已 的 
完备 化 空间 上 ， 扩 张 后 算 子 仍 为 线性 和 紧 的 . 
7.2-4 定理 〈 索 扩张 ) ， 从 一 赋 范 空间 X 到 一 Banach 


空间 7 的 紧 线 性 算 子 T:《-> 了 ， 有 一 紧 线性 扩张 也 : 党 -> 了 
其 中 委 为 的 完备 化 空间 ， 

证 明 ， 参看 定理 2. 3-3 可 和 将 万 作为 个 的 一 个 子 空间 ， 因 
了 为 有 界 的 (参看 7,1-2) ， 由 2.7-12 知 其 有 一 有 界线 性 扩 
张 了 : 分 > 了 Y 现 证 明 : 7 的 紧 性 蕴涵 广 亦 为 紫 的 ， 为 此 考察 
公 中 任意 有 界 序列 (x) 并 证 明 TCx,) 具 有 一 收敛 的 子 序列 ， 

由 忒 在 售 中 稠密 ， 则 在 X 中 存在 一 序列 使 得 生 一 ,一 0、 
最 然 (x,) 亦 有 界 ， 根 据 7 为 紧 的 ， 则 人 (zx,) 存 在 一 收敛 的 耶 
序列 (Tx,,); 今 

[xne—”y EY (3) 
由 x。 ~%->0 得 Xan， -xi->0, 及 了 为 线性 有 界 知 其 为 连续 的 
#7 


(参看 1, 4-8) 
~ 个 ， ~ 人 ~ 
TXn,— 1 Xn, = T xn, — Xn ) > 0= 0., 


由 (3) 知 7xi 一 yo 这 上 恩 证 胃 了 任意 有 界 厅 列 (x。) 有 一 子 


序列 (xz ) 使 得 ( 开 2r 人 改 伐 ， 由 7.1-3 证 得 了 为 紧 的 . 

在 本 章 的 后 面 偿 可 以 看 到 :， 在 算 子 方程 中 紧 线性 算 子 的 
存在 具有 重要 的 理论 与 实际 意义 ， 算 子 方程 可 解 狂 的 一 般 理 
论 不 可 避免 的 要 用 到 伴随 算 子 ， 这 中 国联 系 的 最 关键 是 : 过 
线性 工 子 的 华 随 算 子 为 紧 的 ， 纲 予以 证 明 . 

7.2-5 ”定理 (伴随 算 子 ) ， 设 7 :XX-> 了 为 一 线性 算 
子 ， 若 1 是 紧 的 则 其 伴随 算 子 2” ; Y*->X* 亦 为 紧 的 ， 其 中 
让 与 7 为 赋 记 空间 ， 庄 * 与 ?为 对 应 的 对 属 空 间 . 

证 明 ; 激活 了 * 中 任 总 有 界 子 集 睫 ， 且 

igl <C 对 所 有 的 9€ 8B 
并 证 明 其 象 7 了“(B)CX* 为 爹 有 界 的 ， 由 XX* 为 完备 (参看 
2 8-13) 从 7.2-2(6〉 可 得 1“”(B8) 为 相对 紧 的 . 

照 此 应 证 明 对 迁 意 给 定 航 20， 象 77(D) 存 在 有 限 的 
so- 网 ， 关 了 为 紧 的 , 别 间 位 残局 = {x€ 六 | [lwx| 志 1 的 象 (U) 
为 相对 紧 的 ， 由 7.2-2(c) 知 了 (CO 为 全 有 界 的 .再 据 7.2-2 
(ec) 知人 (人 门 在 在 一 有 限 的 -网 MC7TGDD， 其 中 el= ev/4c. 
这 塌 味 着 已 包含 点 xb yx 对 xEL 去 有 


村 上 rr" 1 下 < 下- 人 
Tx- 对 不 个 ; (4) 


今 定义 一 线性 第 子 4: 了 *-> 尺 "其 为 
4g= [g(T Xx) oT Xa) os 9(T Xx) (5) 


了 4 


其 中 o 直 册 设 为 有 邢 且 六 7.1-2(o) 亦 为 有 办 .由 此 根据 
7_1-4 知 A 为 紧 的 ， 由 FB 有 界 448) 为 相对 举 , 盏 根据 ?. 2-2 
(a) 知 44B) 为 全 有 和 界 和 的 ,上 由 7. 2-2(c) 中 其 本 身 信 一 贺 
(do Ags} 其 中 es= eo/4。 这 意味 着 对 和 链 一 g€ 8B 满足 下 
式 


[LAg— Age he (6) 


对 泽 : 个 中 其 中 | "i! 0 RR 上 日 > 3 假 薪 { 人 7 YX gi ee T*gn}] 为 
于 
YY—>Y 


ny 
TD 一 
| 4 
Rn 
各 13 定理 7.2-5 的 网 示 
从 (5 及 06) 直接 可 看 出 , 对 每 一 /与 每 一 9E B 均 存在 一 k 
使 得 


ig(i x,) -gtd x,)| < ~ G(X,) -oe.(Tx,)| 
;1 


2 


= A(g- 0 ) ie 07) 


设 xE 万 为 任 莫 ， 由 存在 一 j 使 (4) 式 成 立 人 本 
则 有 一/ 使 得 (6) 成 立 ， 且 对 该 R 及 任意 几 7) 式 成 立 ， 因此 得 
ITX) - 9. Tx)| < lg(Tx) 一 9 | 
: + Ig(Tx,) — gn! Xx,)| 

+ |g, (Tx,) — gad %) 


$449 


< ol ICYy 一 TY + 
+ jg ix, -xl 
< CC. to + Ca < 
iC 4 4C ~ 
下 述 结 果 对 任性 xXEU 成 并 自由 让 定义 
g(Tx) = (7*g) (x)， 等 等 ， 最 后 有 
If “og—-7 "og,! = SUD 17” (Cg 一 go))(X)| 


=Supb lo(7X) 一 gxX)| <eo 


人 
过头 证 明了 {7 ”gy 人 ;gwn} 为 2“(B) 的 一 20- 网 ， 由 86 记 0 为 
A 7T*“(B) 为 全 有 界 下 由 7. 2-2(0) 知 其 为 相对 紧 ， 由 8 为 
7 的 任 半 为 宰 了 于 集 证 得 7 为 紧 的 . 


悦 题 7.2 
1. 设 区 为 一 全 有 界 变 量 空间 . 证 明 , 任意 无 限 子 集 了 一天 均 有 
一 直径 小 于 给 定 * 盖 0 的 无 限 子 集 . 
2 车 二 为 紫 度 量 空 间 ， 还 明 ， 坟 为 完备 的 ,再 证 明 完 备 性 并 不 草 


3。 举 例 说 明 全 有 界 性 为 党 性 的 必要 沁 非 充分 条 件 . 
4。 证 明 :， 一 度 莹 空间 和 为 甘 的 充分 几 玫 条件 趾 其 为 完备 县 全 有 
田 . 
5 、 潜 度量 空间 ( 计 , dd》 为 凤 的 .证明 对 任意 e>>0 空 间 基 有 一 有 限 
辽 集 好 使 得 对 亏 中 任 音 点 和 到 1 的 上 距离 6(x 4 )= infad(xly)<e。 
六 Ei 


6. 算 了 于 :让 站 由 x= y= (1) ,其 中 x= (8s,) 且 


N= Yh yy Soo 
-1 1 1k- 
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定义 ， 试 证 明志 为 紧 的 《〈 利 用 7.1-5) 

7 .证 明 习 题 6 中 的 算 子 类 构成 BC?,17) 的 一 子 空间 ， 举 例 说 明 
习题 6 的 条 件 是 算 子 7 为 泽 的 充分 但 砷 必要 的 条 件 . 

8 ， 一 满 射 紧 线 性 算 子 :1* 一 1" 是 否 存在 ? 

39. 车 7 了 EB(X,Y) 是 非 坚 的 ，7 了 是 否 能 限制 在 的 一 无 限 维 车 
守 间 上 而 使 其 为 紧 4? 

10， 设 (4,) 为 一 数列 ， 晶 当 n>o0 ，4,>0. 算 子 :> 人 出 
Tx= 1 二 (9;)，7; 三 ;定义 的 其 中 x= 4, )， 证 明了 为 紧 的 ， 


87.3 赋 范 空间 上 暴 线 性 算 子 谱 的 性 质 
在 本 节 与 下 _ 节 中 ， 将 考察 赋 范 空间 X 上 的 紧 线性 算 子 
谱 的 性 质 ， 为 此 仍 需 利用 算 丁 
人 = 了 一 47 (EC) (1) 


及 与 6.2 节 有 同样 定义 的 关于 谱 论 的 基本 慨 念 . 

紧 线 性 算 子 的 谱 论 是 有 限 维 弃 量 空间 的 特征 值 理 沦 的 较 
为 简单 的 推广 ， 并 且 在 很 多 方面 类 似 干 有 限 维 的 情况 ， 这 可 
从 下 面 的 7. 3 与 7.4 节 的 摘要 看 出 . 

摘要 ， 一 赋 范 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 了 :有 -一头 县 有 好 
下 性 质 : 

的 特征 值 集 为 可 数 的 《〈 或 者 有 限 甚 至 为 空 集 ) ( 参 石 
7. 3-1 ) 

4=10 是 该 集 可 能 存在 的 唯一 紧 点 〈 参 看 7. 3-1) 

每 一 谱 值 4 基 0 为 一 特征 值 〈 参 看 7. 4-4) . 若 人 为 无 也 
维 出 iD E oa (TT) 

对 4 关 0 TT 的 任 一 特征 空间 的 维 数 为 有 限 (参看 7. 3-3) 

对 4 了 0 了 了 7，73 各 自 对 应 的 伪 空 局 的 纵 数 为 有 
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上限， 用 这 些 筑 弛 的 值 域 均 为 用 的 〈 和 参看 7. 3-5, 7. 3-6) 

存在 - - 数 r (依赖 于 ;， 上 其 中 2% 关 0) 使 得 

X= NT DBI (NX) 
(参看 7, 4-5) ; 
仿 窜 辕 瀑 是 
NT)= NT TT y= NO ?2)= 
值 域 泪 中 
TX)=TITI X= TI (X= 
《参看 7. 1-3) ， 
于 ?之 0， 则 成 并 下 面 的 真 包 含 关系 : 
NTIOCNGT ,CCN TI) 
和 
TX DT AK)D* DL (NX) 
(参看 7.4-3) ， 

下 面 的 第 一 个 定理 与 特征 值 有 关 ， 将 证 明 紧 线性 算 子 的 
点 并 并 不 复杂 ， 在 下 一 节 还 可 以 看 到 紧 线 性 算 子 若 存 在 4 关 0 
的 谱 值 则 其 为 特征 值 ， 这 说 明 紧 线性 算 子 的 谱 在 很 大 程度 上 
类 似 于 有 限 空 间 . 

1.3-] 定理 〈 特 征 值 ) ， 一 赋 范 空间 上 的 紧 线 性 算 隆 
了 :和 X 一 六 之 特征 值 集 为 可 数 的 〈 或 有 限 甚 至 为 定 集 ) 且 4=0 
是 该 集 可 能 存在 的 唯一 聚 点 ， 

证 时 ， 显 然 若 证 得 对 任 一 实数 R>>0， 人 惩 得 对 所 有 
1EorC7) 且 罗兰 R 的 集 均 为 有 限 上 时， 命题 得 证 ， 

反之 ， 若 对 全 一 &o>0， 假 设 不 成 立 ， 则 存在 - -由 不 同 
性 征 值 组 成 的 序列 (Dj) 使 2| 宇 Re， 且 存在 Xx. 二 0 有 了 Tx， 
= ,x ，。 出 定 理 6, 4-3 知 所 有 Xx; 的 集 为 线性 无 关 ， 令 负 、= 
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SoUnl x oo, X, ; 则 对 任意 x € 2M ,有 唯一 表示 起 

XOX tn +o xX, : 
利用 二 -47 及 7x,， =4x 得 

Cf -47D)X= ai 一 人 Xt 
t QnA mA) XN, 

注意 等 式 右边 不 出 现 x,， 则 

-A411)xEM,-.， 对 所 有 xEJAMI， (2) 
M ,为 闭 的 《参看 2.4-3) ， 由 Ricsz 引 理 2.5-4， 存 在 一 序 
列 (y,) 合 得 


VEM, liv ,| = 1 对 所 有 XEM ,.， 
| ,1 
一 Xi| 污 - 二 
|y, — Xi 5 
二 出 来 证 明 ， 
上 > (n>m) (3) 


由 Po>0 知 (7y。) 不 存在 收敛 的 子 序 列 ， 再 由 y, 为 有 界 的 ， 
议 髋 与 7 的 紧 性 相 了 矛盾 . 

用 加 减 项 可 得 

Ty -Tyn=4rys -x 其 中 =A Ty, tTy, 

(4) 
佟 M<C7 分 证 明 * CM,.,. 由 人 和 ?一 | 可 以 看 出 
出 CH 性 ,CH 一 9paniXb 机 X11}, 插 由 了 7 >， =Aj%, dsl 
yyanEM ， 根 据 (2) 
hn Ys — Tv,-= 一 (一 由) Cif, 


;5 3 


把 两 结果 合 在 一 起 得 了 EM， ， 同 样 可 知 x= 17LX 
ECM,.,, 册 上 | 宇 kRo 得 


IAnYy 一 和 | 一 14,| iy 一 区 | > > pi > ;ke (5D) 


根据 (1) 与 (5) 可 知 (3) 成 立 ， 因 此 对 某 一 &, 这 0 存在 无 限 多 个 
特征 便 ， 用 满足 4,| 宇 ko 的 假设 不 成 立 ， 定 理由 此 得 证 . 

此 定理 证 明了 一 典范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 苦 存 在 无 限 多 
个 特征 值 则 可 将 其 排 成 一 收敛 于 零 的 序列 . 

一 紧 线 性 算 子 与 一 有 界 线性 算 子 相 乘 可 得 到 一 紧 线 性 算 
子 ， 这 一 有 意义 的 结果 是 下 面 引 理 的 内 容 ， 其 有 多 方面 的 应 
用 ， 当 前 用 来 证 明 紧 线性 算 子 的 一 个 基本 性 质 . 

7.5-2 引 理 (乘积 的 紧 性 ).， 设 XX 为 一 赋 范 空间 ,了 : 
六 一 久 为 一 紧 线性 算 子 旦 S:XX->X 为 一 有 界线 性 算 子 ， 则 
TS 与 ST' 均 为 紧 的 / | 

证 明 ， 议 BCX 为 任意 有 界 集 , 由 ?为 有 界 算 子 ， 则 3 (已 ) 
为 有 界 集 ， 再 根据 7Z 为 紧 的 则 集 7[>()] = TS(B) 为 相对 紧 
的 ， 即 7 > 为 紧 线性 算 子 . 

再 证 明 ST 亦 为 紧 的 . 设 (x,) 为 X 中 任意 有 界 序列 ， 则 
由 7,1-3(7x,) 含 有 一 收 钱 的 子 订 列 (7xwsY， 另 根据 1, 4-8 
(CSTxna) 收敛 ， 因 此 由 7.1-3 知 S7 为 紧 的 . 

在 本 章 开 始 时 曾 表 明 过 紧 线 性 算 子 的 谱 论 几乎 与 有 限 维 
空间 上 线性 算 子 同样 地 简单 〈 本 质 是 有 限 维 度量 空间 的 特征 
值 理 论 ) 根据 之 一 是 下 面 定理 ， 一 紧 线 性 算 子 其 可 能 存在 的 
( 亦 可 能 不 存在 ) 非 零 ;# 征 值 之 特征 空间 为 有 限 维 的 . 

7.3-3 定理 〈 零 空间 ) ， 背 全 :XX 一 XX 为 赋 范 空间 XE 上 
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的 紧 线 位 算 子 ， 则 对 每 一 A4 关 0 T= 了 -721 的 零 空间 入 (T,) . 
为 有 限 维 的 . 
证 明 ; 现 证 明 N(T,) 的 闲 单 位 球衣 为 紧 的 然后 再 使 用 
定理 2,5-5 
设 (x,) 在 训 中 ， 则 (x,) 为 有 界 〈( jx,| 三 1)， 由 7.1-3 知 
(Tx,) 含 有 一 收敛 的 子 序列 (Txns)， 由 x,E€ MCN(T,) 则 
Tx, = Tx, — AX, =0BDx, = 4-1Tx, (Nz0)， 故 
(xn) = 4- xr, ) 亦 路人 钱 ， 根据 好 为 团 知 其 棚 队 在 好 中 ， 因 
为 (Xe) 为 凡 中 任意 序列 由 定义 2.5-1 知 好 为 紧 的 ， 再 由 2.5-5 
证 得 dimN(7 ,<co 
17.3-4 系 ( 零 空 间 ) . 在 定理 7 3-3 中 
dimA (Ti)< eco (n= 1 2) (6) 
日 
{8}= NOTiDCNOTDCNCODCe (7 ) 
证 明 ， 由 了 ;为 线性 的 其 将 0 映射 到 0 (参看 $2,6) 因此 
731x=0 草 涵 Ti+5x=0 故 (7) 式 成 立 . 
现 证 明 (6) ， 由 二 项 式 定 理 


和; = (T -41)"= D (a) Te 人 


= (DIT+T Te ar 
( 一人) +T D (4)7 (1) 


Ti=W -ul 4H=—-(~1)", 
其 中 矿 = 了 5S= 5 了 且 %* 表 示 上 式 右 边 中 的 和 ，7T 为 紧 的 且 由 了 
有 界 知 ? 亦 有 界 〈 了 册 7.1-2(o))， 因 此 由 引 理 7. 3-2 得 厂 为 紧 
的 ， 应 用 定理 7,3-3 汪 -p11 得 dimN (TY) <<o% 
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下 面 基 弘 紧 线 性 算 子 了 当 ， 夫 0 了 时 大 7 的 值 邮 . 
为 比 是 先 应 注 苇 到 一 线性 有 界 算 于 上 其 零 空间 总 是 闭 的 ， 但 其 
值 域 并 不 总 为 闭 的 (参看 2.7-11 与 3,7 节 习题 2;» ， 然 而 若 1 
为 树 时 ， 则 让; 对 十 2 二 0 定 有 团 的 值 域 ， 晶 让 ,下 亦 有 四 
样 的 结 朱 、， 下 看 首先 对 让; 加 以 证 明 ， 然 后 可 直接 推广 公 对 
任意 的 n€E 六 的 了 上 支 . 

7.3-5 定理 ( 值 域 ，.， 设 T: 久 -> 针 为 一 赋 苑 空间 XX 上 
和 的 紧 线 性 算 子 ， 则 对 每 一 2 去 0 的 ,= 了 ~ 其 值 域 为 闭 的， 

证 明 : 用 反 证 法 . 假定 值 域 T,(X) 为 非 闭 , 并 由 之 导出 讶 
掉 ， 证 明 过 程 的 思路 是 

(a) 从 集 T; (X) -7 (X) 中 取 一 元 素 y， 并 取 一 序列 
(全 ,x;,) 收 化 于 y， 要 证 明 x, & NT 但 NC(T,) 内 包含 一 齿 
列 (z,) 其 使 得 | xX, 一 z.| 之 26,， 其 中 65, 为 x ,到 NN(T,〉 的 距 
网. 

(Db) 要 让 明 a4,->co， 共 中 a, = ix ,一 2 

(总 罕 序 列 (@ i,) 共 中 ,= ar (XxX, -zz,) 并 由 之 得 到 预 
期 的 和 后 ， 

详细 论证 如 下 : 


(a) 假 设 人 (0X) 为 非 风 , 则 存在 yE7 IOX) 但 > 二 7 了 0) 
朋 在 疼 中 存在 一 序 让 (X ,) 使 得 
Va XY, (8) 
电信; (对 ) 为 一 向 量 空 间 ， 则 0 ET;(X),， 人 但 y&@ 了 了 ; (XX) 
故 v 直 0 这 冀 涵 着 对 十 所 有 充分 大 的 ny, 考 0 和 lx, 六 (TT;) 不 
失 一般 和 性 可 和 假设 所 有 的 2X 上述 成 了 证， 因为 NN (十 团 的 ,从 %， 
到 于 (的 距 罗 为 正 ， 项 
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0 ， 一 in [xX， 一 < 人 > 人 0 


zzEN(T.,) 
由 下 确 界 定义 V(T,) 存 在 一 序列 (z, ) 合 得 
a, =|x,—2z,|<26, (9， 
(0) 现 证 明 
0。= jx 一 2 中 -ca (Mi-> co) (0 


定 (29) 不 成 立 ， 则 (x。- =。) 含 有 一 有 界 子 序列 . 因为 下 是 
过 的 ， 寂 据 7,1-3 知 {T(x -z,)} 有 一 收敛 的 了 于 序 列 ， 由 了 ， 
= 了 -i 与 4 关 0 得 7 = 4-!1(T - /六 ,) 利 用 Tz, = 0( 注 意 > EN 
(了;)) 可 得 


Xu 一 乙 ， = 末 (T- 了 TD)(x， 一 zZ。) 三 [7 (x,—2,) 


-了 Xu。] 

由 (7 xz)) 含 有 一 收敛 的 子 序 列 月 出 (8) (Tx,) 收 全 
以 此 (xu 一 2 有 一 收敛 的 子 序 列 ， 轴 xs - 24 ->0, 因 了 是 紫 
的 下面 连续 ， 故 全, 亦 连续 ， 由 1.4::8 定 理 得 

fF (Xns ~ 2ng) >T,, 
BIH2z, EN Cf 2) RT zn, = 0, 要 所 (8) 还 得 人 到 

7 (MX 一 2 ) = T,X >. 
A = yy ET, CX), 过 与 yE7 ICX) (参看 (a) 证 有明 
之 于 始 哮 分) 刻 质 ， 这 就 否定 (10) 不 成 立 的 假设 . 

(c) 上 髓 次 使 用 (10) 中 定义 的 a 并 设 


,= L(x, -2,) (11) 
UU 


如 | ln) = 1， 因 a. 一 ce 由 了 >， =10 太 (xs) 收 敛 得 


7T,o，= Tx (12) 
再 用 1 = 4 -57 -了 ,得 到 
On = (Tw, 一 了, 功 。) (13) 


困 了 为 紧 的 且 (w,) 有 界 ， 则 (7o ,) 含 有 一 收敛 的 子 序列 ， 且 
由 (12) 知 (iw ) 收 敛 ， 则 从 (13) 得 知 (w,) 有 一 收敛 的 子 序 
询 ， 如 

Wnj > (14) 
与 (12) 相 比较 可 推出 站 w= 0, 因 此 w EN (Tj) 同时 因 z,，€N 
(了 , ) 则 

1 一 >， +a ENCT 
这 样 从 x ,到 2 的 距离 必 有 

Ix, -Wl 5, 
将 如 代入 再 利用 (11) 与 (9) 则 得 

0 ss ix 一 2 一 = la,w, ~ oa.wl 


= au jos 一 虽 所 201z — i 
除 以 25,20 竺 到 二 之 iw -可 这 与 (14) 巴 质 ， 因 而 定理 得 


让 : 
7.3-5 系 ( 值 域 ;/， 在 定 惠 7.3-5 假 磷 条 件 下 ， 对 任 起 
fn 二 0;192 呈 7 吕 的 什 域 大 团 的 且 
Vv =A)IOL ,HDI I 
证 明 , 命 兽 第 一 部 分 可 从 定理 7, 3-5 和 演出, 注意 在 7,3-4 证 
明 中 T= 玉 一 4 其中 的 扩 为 系 的 ,命题 的 第 二 部 分 可 归纳 证 
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得 ， 首 完 六 (XX) = 了 CX) = DDTCX) 再 设 7 (XI) 
71i(X) 得 到 7 人) 二 5) 


站 题 7.3 

1. 证 明定 理 7.3-1 其 中 假设 条 件 减 弱 为 对 某 一 正 整 数 p，* 为 一 
紧 线 性 算 子 . 

2. 设 气 、7 与 4 为 赋 范 空间 且 7 1 :X= 了 与 70s: 了 >L .在 人 与 
7 :> 为 紧 线 算 子 ， 试 证 明 ;， 7 73:X>2 志 为 一 紧 线 性 算 子 ， 

3. 车 了 为 一 紧 线性 算 子 ， 证 明 对 任意 给 定 的 数 R>>0 对 应 绝对 值 
大 于 R 的 了 之 特征 值 ， 罕 多 存在 有 很 多 个 线性 无 关 特 征 向 量 . 

4.。7 iFi1rl ji = 1 2，3 为 研 沁 空间 上 的 有 育 界线 竹 算 子 ， 
若 7 :为 紧 的 ， 证 明 厂 = 了 :72270331 > 大 为 紧 的 . 

5 。 基 于 考察 有 界 序列 ， 试 给 出 7.3-2 中 了 3 为 革 的 证 明 . 

6 . 设 万 为 Hilibert 安 间 ，7! 右 二 如 为 一 有 界线 注 算 子 日 为 7 
Hiibert 一 伴随 算 子 ， 试 证 明 本 为 紧 的 充分 必要 条 件 是 7 了 "7 为 紧 
的 ， 

7. 在 习题 6 中 车 了 为 紧 的 ， 试 证 明 思 为 紧 的 . 

8. 若 在 一 无 限 维 空间 习 上 的 紧 线 性 算 子 7 《> 飞 ， 有 一 定义 在 
全 空间 所 上 逆 ， 试 证 明 该 逆 不 可 能 是 有 界 的 ， 

9. 利 用 Riesz 引 理 ? .5-4 代替 定理 2 .5-5 来 证 明定 理 7.3-3， 

10 .证明 定理 7.3-3 其 中 假设 条 件 减 弱 为 对 -一 /1 E NT 了? 为 一 紧 线 
性 算 子 《利用 习题 9 中 的 证 明 ) . 

11 .用 简单 的 实例 证 明定 焉 7.3-3 中 7 为 紧 购 与 4 去 0 的 条 件 均 不 可 
少 ， 

12。 若 居 为 Hilbert 空 间 ， 对 定理 7.3-3 给 并 一 狂 立 的 证 明 . 

13 。 试 在 较 弱 条 件 为 ， 对 某 一 PE V，7 "为 一 紧 线性 算 子 之 下 ， 
证 明 系 7.3-+4 . 

14. 设 7 半 > 革 为 峰 范 空间 上 -上 紧 线 性 算 子 . 苦 4im 拉 = 斌 让 


了 


明 (CGE6(7 ) . 

15。 没 1 三 全 定义 为 yY= nj) 二 7 了 x, X= (EF) 72k = E28 

m2a-1 二 0 上 =]2,…, 试 求 N(T,") .有 7 是 否 为 紧 的 ? 
$7.4 攻 线 性 算 子 谱 的 进一步 性 质 

从 前 节 得 知 对 一 赋 范 空间 XX 的 紧 线 性 算 子 人 当 4 冯 0 时 零 
空间 WwW(7 312 = 2 为 有 限 维 并 满足 VW(T3D)CN (Tt!) 又 
值 域 1( 久 ) 为 团 的 并 满足 7 1(X) 导 TY'1(X). 

下 面 可 进一步 得 出 ， 到 某 一 *” = 后 所 有 的 零 空 间 均 相同 
(5| 理 7.4~1)， 到 菜 一 n= 9 后 所 有 的 值 域 欧 相同 〈 引 理 7.4- 
2); 且 9=r( 定 理 7.4-3, 其 中 ar 为 具有 该 性 质 的 最 小 整数 ) 

7.4-1 引 理 (等 空间 )， 六 左 范 空 间 X 上 一 紧 线性 算 子 
了: 一 XX 且 4 关 0， 则 存在 一 最 小 整数 r (依赖 于 入 ) 使 得 到 
一 某 2 = ?后 所 有 零 空间 NN CT 1 ) 全 部 相等 ， 且 苦 r>0 下 面 均 为 
真 包含 关系 . 

N(TSOCNGOT DC…CAWCT )， 

证 明 ; 为 简单 起 见 ， 令 和 N,= 入 (77), 证 明 思 路 如 下 . 

(a) 假 该 不 存在 N .= 六 .由 之 引出 矛盾 ,在 证 明 中 必需 
的 工具 是 Riesz 引 | 理 2,5-4. 

(四 证明 .=Aa 绚 钥 对 所 有 ?>m AAA,= AN 详细 
论证 如 下 ; 

(qa) 由 7,3-4 已 知 和 NCN.,， .假设 不 存在 一 m 使 得 NN， 
= Nw ， 则 对 每 一 nN ,为 和 NN, 的 真子 集 ， 由 于 这 些 零 空 
间 均 为 闭 的 ， 根 据 Riesz 引 理 2.5-4 则 存在 一 序列 (wv,) 使 得 


YaCiVa, Ey | = 1， 对 所 有 的 XEN -ily 一 >>> 
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(1) 
下 血 证 明 


1， 下 I4| (m<<n) (2) 


0 故 (Ty,) 不 含 收 全 的 子 序列 ， 青 由 (y,) 为 有 界 这 
狂 与 7 的 紧 性 矛盾 。 
从 /= 了 -47 得 T=7T, +47 晶 


Ty -7Tys=hy- x 其 中 六 -TH Ty 
令 m<n， 现 证 明 x EN ，， 由 于 msz -显然 《3) 
AiynE Nn CCN,.,. 人 向 yeEA 知 

0 = iyn= 7 Lyn) 
BT yn EN,_, CN,.) , 问 理 由， EC 人， A iYy, EN,- 1? 
合 在 一 起 得 x* EN ， 令 X= 人 1 则 xE 入 .-，， 故 由 (1) 


A 


得 
Fay x b= Ny x > ; 


结合 (3) 得 出 (2)， 因此 假设 不 存在 产 使 得 N =N。 不 能 
成 了 并， 即 存在 tm 使 得 NN。= AN ， 

(0)” 现 证 对 所 有 的 > 由 N =N.， 草 肖 着 和 ,= 
N.,.，， 假 设 不 成 立 , 则 对 某 一 "六 mm AN, 为 N,;， 的 真子 集 
今 浪 察 -YEN，, -AN,， 由 定义 

TIx=0 但 Tixzx0 
内 之 rm 则 nn -mm 之 0 ， 设 2 = TT'-"x， 山 
11' z=7i :x=0 但 7"z=T'xz0 
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故 2EGEANn:， 但 z&NV。 所 以 NN .为 N,;， 的 真子 集 ， 这 与 入 ， 
= Nn:， 政 盾 ， 则 定 存 在 最 小 整数 r 使 得 ,= NN,;， 若 r 0 
出 NTS CNCTD)CCN(T') 为 实 包 含 关系 

凸 面 引 | 理 证 明了 紧 线 性 算 子 74 0 时 ，7;，T2 
老 罕 则 的 关系 ， 下 面 证 明 其 值 域 存在 类 似 的 关系 . 

7.4-2 3 引 理 ( 值 域 ) ， 在 引 理 7.4-1 的 前 提 下 ， 存 人 在 最 
小 的 整数 gq (依赖 于 4) ， 使 得 到 某 一 2 = 9 以 后 仁 域 7 (X ) 
全 部 相等 ， 且 若 g>0 下 面 均 为 真 包含 甘 系 

TX)DT KX) DIOTI CX) 

证 明 ; 证 明 过 程 与 前 面相 似 。 令 有, = 了 Ti (X) ,假设 不 在 
在 * 使 得 及 ,= 玉 , ,， 则 对 每 一 x， .， 为 RR 的 真子 空间 ( 参 
后 7. 3-6)， 由 7. 3-6 知 值 域 为 亲 ， 根 据 2. 5-4Riesz 引 | 理 定 存 
在 … 订 弄 (x。) 使 得 


XxX,€h,, MX = |， 对 所 有 XE€ ,i jx | > 二 4) 


今 m 过 nn， 由 = 了 了 ,+A 则 

Tx Tx, = Xn (TT xant+T ,x,+Ax,) (5) 
华 告 式 右 边 4xwEA。， xn 人 WN, x €E Ai 且 由 nn 守 m 
有 1 ,Xn +AXs ERCHR,: ， 因 此 (5 ) 可 与 成 下 式 

Txn — TX, =A(Xxn—X) XE Rati 
再 由 (4 ) 得 

Tx -Tx = Ml le -dl> 31>0 (6) 
则 《 6 ) 式 与 为 紧 续 (x;) 为 有 界 必 含 一 收敛 子 序 列 相让 盾 ， 
这 就 让 得 定 存 在 茶 一 s 使 得 ,= 不 ,,， ， 令 4 为 上 述 关 系 成 
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立 的 最 小 整数 , 若 *>0 则 TiCX) 屋 TT,(X) 刁 怀 必 了 1( 多 ) 为 
真 包 含 关系 。 且 RR,;，=R, 即 ,将 ,映射 为 本 身 ， 重 复 使 
用 了 ;得 到 ， 对 任意 zx>9 KR,;， =,. 

将 引 理 7, 4-1 与 7, 4-2 结 合 起 玉 得 到 下 面 重要 定理 。 

7, 4-5 定理 〈 零 空间 与 值 域 ) ” 令 了 :X 一 民 为 赋 邯 空 
间 半 上 紧 线 性 算 子 且 % 去 90， 则 存在 一 最 小 整数 n =r 依赖 于 
4) 使 得 


NOT = NT = N (TI?) = (7) 
Ti(X)= TI IX)= TIX) = (8) 

并 且 者 r>0 ， 下 面包 含 关 系 是 真 包 合 
NTSCNCGTDC…CNCTI) (9 ) 
T (XOTNX) DOTIN) (10) 


证 明 ; 引 理 7.4-1 得 到 (7 ) 与 (9)，5 引 理 7.4-2 由 gg 代替 
r 得 到 (8 ) 与 (10)， 现 在 必需 证 明 e =r. 首先 在 (a) 部 分 证 
明 g>=r， 再 在 ( 电 部 分 证 上 明 c 委 >。 与 前 面 类 似 令 ; NN， = 
N(T:); R,= Ti(X). 、 

(a) 由 引 理 7 .4-2 知 尺 ,，，，= 尺 ,这 表明 7 ,(R,) = R,. 


yE 开 一 > 存在 x€ RR, 使 得 y= 了 ,x% (11) 
下 睾 证 明 ， : 
Tx=08HxER.—> x=0. (12) 
假设 (12) 不 成 立 ， 则 存在 非 零 元 素 x1 ER， ,x1=9， 对 
= %! 用 (11) 得 x:€ 下 ， 有 XI = 了 ,Xx:. 类 似 地 存在 x*EA 人 ,使 
得 Xx: = 了 ;Xs 等 等 ， 则 对 任意 n 通 过 代 换 得 
0¥x1i= 7 ;ixXa 二 oo 1 x, 但 0= 7 ,x1= TT'x, 
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六 此 xz EA 但 xsEA 但 由 7,4-1 知 NN,-，CN,, 即 对 
仁 萤 7n 均 为 真 包含 关系 这 与 7.4-1 矛 盾 故 (12) 得 证 。 

由 7.4-2 知 太 ; ,，= 玉 ,， 现 在 证 明和 NN,;，= 娘 ,， 因 ?为 
注 足 条 件 的 最 小 整数 ， 这 就 说 明 g 宇 r. 

已 知 V，，2DN,， 再 证 N,,，CN,， 即 由 TY+ix=8 
强 渭 7 了 ?x= 9， 设 其 不 成 立 ， 则 存在 一 x, 使 得 

y=7TIxo#0 但 Ty=T!'!x0=0 
因此 y 关 4 且 yE 玉 ，。 与 ;y=0， 在 (12) 式 中 令 y= x 得 出 了 予 
盾 ， 这 证 明 AN,,， CN,， 因 此 N,,，=N, 且 g 之 r. 

(0) ”再 证 明 q 志 +r。 阁 9 = 0 时 显然 成 讶 。 今 设 g 之 1， 如 
证 得 ww ,-， 为 NN ,的 真子 空间 ， 由 r 是 使 VW,=N,,， 最 小 整 
数 ， 则 g 志 +r. 

由 7.4-2 中 g 之 定义 CR, 为 真 包含 关系 ， 设 y€ 
R,_ ,一 怀 ,， 则 y ER,_， 即 存在 -x 使 y= {~-'x， 同 时 7 ,yE€ 
R, = R,,， 欧 涵 着 存在 一 z 使 得 Ty =T1+1z2， 由 于 TIz ER， 
但 YF, 得 到 

Ti(x—-T7T 2)=y-7?2z@F0 
因此 x-7zk&AN,_，， ， 但 
Ti(x—-72)= Ty-T.v=0 


故 x-7o6EA， 这 就 证 了 AM 关上,， 即 以 ， 为 六 ,的 
真子 空间 ， 则 gq 筷 r，、， 供 由 (0) 证 gq 宇 r， 故 g = r 得 证 . 

由 上 述 定理 几乎 可 直接 排 得 下 面 Banach 空 间 上 紧 线性 
算 子 谱 的 重要 特性 〈 在 7.6-4 中 将 看 到 该 结论 在 不 完备 空间 
仍 可 成 六 ) 

7.4-4 定理 (特征 值 ) . 设 7 了 :X 一 X 为 -Banach 空 


364 


信和 上 的 紧 线 性 算 子 ， 则 了 的 铬 一 增值 1 关 0 〈 若 其 存在 中) 
入 的 等 征 人 
证 明 ， 若 信 (7 ,) 关 10}， 出 i 为 的 一 特征 值 ， 假设 态 

(T,)=1{0}, 其 中 4 关 0, 则 Tx = 6 蕴涵 x =9 由 2., 6-10 知 T,-!: 
7T,(X) 一 存在 ， 因 : 
: i106}= N(T)= NT?)= NT,) 
从 7.4-3 得 r=0 因 此 4 = 了 7 (X) = (8X)， 故 二 :为 双 射 , 因 
为 和 二 完备 的 ; 根据 4.11-3 有 和 寞 道 算 子 定 理 知 了 :为 有 甸 
的 ， 和 再 由 定义 得 4EG p(7). 

关于 4 =0: 本 章 中 很 多 定理 将 其 排除 ， 自然 要 考 起 在 
一 复 赋 范 空间 六 上 的 紧 算 子 了 7， 针 -> 针 对 = 0 站 有些 什么 结 
果 ， 敬文 为 有 限 维 ， 则 了 可 由 矩阵 表示 ， 显 然 0 可 以 属于 或 
不 属于 ccU)=cooL)， 即 ， 有 dimA< >o ,可 能 有 Eee) 
册 此 时 ceEzP(G7T)， 但 在 dimnX = >， 必 有 0oEo(T) (参看 
前 一 习 题 14》 并且 下 面 三 种 情况 均 有 可 能 

Ea,T) gEo.(T) o€o,(7) 

其 在 本 习习 题 4 与 5 有 所 浇 明 

作为 定理 7.4-3 重 要 的 应 用 ; 可 将 闫 表示 为 两 个 闭 子 空 

， 也 就 是 六 的 零 空 间 与 值 域 的 直 和 (参看 3.3 节 ) . 

7. 4-5 定理 ( 直 和 和 ).， 议 入 ， 了 了 ，4 与 7 与 定理 7. 3-4 中 一 
致 、 则 人 @@ 寻 可 用 为 下 述 形 式 


也 司 1 蚁 5 让 明志 不 人 存在 特 和 信息 ， 还 可 证 邮 和 旭 JIbert 空 间 瑟 天 工 人 上 
的 任 随 紧 线 性 算 子 了， 至 少 存 在 一 特征 值 . 

忆 耕 汪 询 癌 重 * x 则 对 任意 主 空 闻 Y: 二 人 十 在 在 一 子 空间 Z 叶 半 使 得 
.= YDZ (参看 83.2) 若 志 为 一 赋 范 空间 〈 基 至 为 一 BanacAh 空 间 ) 对 了 一 和 
为 一 济 子 宇 闻 ， 不 一 定 仓 在 一 闭 子 空间 ZC 站 使 得 关 = 了 四 Z， 若 为 一 Hiebrt 
空间 则 对 全 意 光 了 宝 间 关 总 人 在 亲子 袜 间 Z = 了 + 使 得 洲 = 了 四 < 和， 注音 (13) 
中 的 子 罕 加 均 为 出 鬼 ， 
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X=N(T)BDIi (NX) (13) 
证 明 ; 今 考 虑 任意 xEX, 应 证 得 x 有 唯一 表示 式 
X=Yy+2 (y€ Nr,2z€ Rr) 


其 中 N ,= 入 (TT 与 R;, = TI( 了 六) , 设 z = Tx 则 z ER,, 内 定理 


7 ,4-3 和 NR, = 民 R,, 故 2z2 € RR,,， 日 存在 xX1 EX z= 了 rt' Xl, 令 Xo 
到 了 2X1 则 xn ER,, 故 
Tixo=7i’'x1=2= 7 1X 


这 说 明了 i (x 一 Xo) = 0, 故而 X 一 Xo EoN,， 日 


X= (xX— Xo0)+ Xo (xX— Xo EN,, Xo EER,) (14) 
下 面 证 该 表达 式 唯 一 ， 设 
X= (x _ 0 ) 二 和 (x -xo EN,, x ER,). 


令 w= xo xo 由 R, 为 一 向 量 空间 则 v,€R, 故 存在 一 EX 使 
得 vo= 工 ;9 ,类 催 由 
Vo = Xo — xo = (x 一 5) — (X— Xo) 
vo EN, 且 7Z ;v= 0 合 在 一 起 
Ti'vy=7 w=0 
日 ooE N，,, = N,( 参 看 7.4-3) 这 表明 
vo=7'iv=0 


即 bs = Xo 一 Xo = 0,x = Xo 故 表示 式 (14) 为 唯一 , NV ,+ 卫 , 为 
直 科 
悦 题 7.4 


] 。 证 明 引 理 7,4 一 1 其 中 假设 条 件 减 弱 为 : 对 某 一 正 整 数 户 ,， 7 = 
为 一 紧 线 性 算 子 . 
2。 在 引 理 7.4-1 的 证 明 中 ， 普 指出 ww= n+ 1 比 省 村 所 有 的 
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n>m AN,= Ni 所 用 的 方法 是 间接 的 ， 试 给 出 一 直接 的 试 明 ， 

;.， 为 证 明定 理 7,4-4 在 一 般 赋 范 空 间 中 仍 成 立 ， 可 试 用 7.2-4 中 
证 明 的 信 然 后 对 代 作 出 适当 的 结论 ， 在 这 过 程 中 会 遇 到 什么 困难 ? 

4， :11>1 人 2 定义 为 : 


上 和 |. 
Tx = ( 了 ，  ， 人 … ) ,X= El, £2, EL 


证 明 其 为 标的 且 cp(7)= {0} 
5。 由 于 一 紧 线 性 算 子 可 能 不 存在 特征 值 , 故 在 定理 7.4-4 中 含有 
“ 若 其 存在 ”的 语句 .而 下 述 算 子 即 其 ， 


7:13 12 定义 为 
7 x= (0, 4， ee ), X= (81, 2 ， CL? 
试 证 明 o (7T)=o,(7T)= {0} {注意 习题 4 证 明 0 可 属于 点 谱 ， 


其 还 可 属于 连续 谐 ) 
6 7 了 ,Ra 下 "定义 为 


为 : X= (El, ""*, & 。) 


试 求 了 ,的 特征 值 , 并 与 习题 5 加 以 比较 且说 明 当 x 一 吕 时 变化 之 情况 
7， 设 了 :大 全 六 定义 为 y= 了 YX= (7j),， 7j 二 Qj8j， X= (81) 
其 中 {4;} 在 [0.U 中 稠密 ,证 明了 不 是 紧 的 . 

8. 设 7 :天 > 请 定义 为 
X= 1, 2 ‘>IT YES3， **) 

仿 m 二 mo 与 7= no 为 值 NCT")=N(CT"mt1)S7T"+i(X)= 7"(A) 

成 立 的 最 小 整数 , 试 求 N(T"™) .my 为 有 限 吗 ? 又 po 为 多 少 ? 

9。 设 T:CL0,1]>CL0.1] 定 义 为 Tx=vx， 其 中 v(/)=!. 证 
明了 不 为 条 的 ， 
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10， 在 线性 算 子 7 在 2 的 抢 阵 表示 式 为 
1 -1 
[1 
情况 下 ， 试 求 出 (13) 的 具体 表示 式 


$7.5 条 线性 工本 的 工 子 万 程 


在 ! .Fred A 成 
果 启 发 下 ， 人们 得 到 了 基 类 涉及 到 紧 线性 算 子 的 方程 
全 介 强 区 有 关 理 论 要 由 .Riesz(1918) 所 发 展 生 包 含 
J Schavder(1930) 作 出 的 重 员 统 果 

青 考 察 的 羡 ， 一 岐 沁 空间 六 上 陛 线性 算 子 7 了 ;六 -> 入 与 战 
伴随 算 了 7 ，X*-> 久 *， 有 关 方 程 是 : 


Tx -ix=yYy, (yyEXX 为 给 定 ， 且 /7 关 0) (1) 
其 对 应 的 齐 次 方程 

Tx-/X=0 (10) (2) 
十 述 两 方程 涉及 的 华 随 算 子 方程 为 : 

T*f-A)=y (gE€ 久 * 给 定 ， 有 日 4 去 0) (3) 
其 对 应 的 齐 次 方程 

T*f -Af=0 人 AAA0) ( 4) 

其 中 4€EC 为 任意 给 定 且 不 为 零 ， 要 研究 的 问题 是 解 x 与 

f 的 存在 性 ， 


为 什么 要 同时 考 败 这 样 四 个 方程 ? 谷 案 可 从 下 面 的 摘要 
中 看 出 端倪 ， 其 表明 诸 方程 的 相互 关系 涉及 到 可 解 性 . 
摘要 . 设 2:X- 基 为 贼 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 ， 且 2 了” 
N*—» "为 了 的 侍 随 算计 ， 令 4 了 0， 风 ! 
为 “正规 可 解 ”， 副 (607 有 -和解 x 当 用 仅 当 对 所 有 (4 
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式 的 解 /， 有 片 y) =0， 因 此 若 f = 0 为 (4) 的 唯一 解 时 ， 对 任 
一 方程 (1) 均 可 解 (参看 7 .5-1 ) 

(3) 有 一 解 f 当 和 且 仪 妆 对 所 有 (2) 式 的 x， 有 g(x)=0， 轩 
此 x= 0 为 (2) 的 唯一 解 上 时, 对 任 一 g 方 程 (3) 均 可 解 ( 参 看 7.5- 
3 ) 

(1) 对 任 一 VE€X 有 一 和 解 x 的 充分 必要 条 件 是 X= 0 为 (2) 
本 唯一 解 ( 参 看 7.6-1a) 

(3) 对 任 一 9E 有 一 解 /的 到 分 必要 条 件 是 三 = 0 为 (4) 
的 瞧 一 解 ( 参 看 7.6 -- 1b)， 

(2) 与 (4) 具有 相同 个 数 的 线性 无 关 解 ( 参 在 7.6 - 3) ， 

7 ,满足 Fredholm 拌 一 性 (参看 7.7 - 2) 

下 面 的 第 一 个 定理 给 出 (1) 为 可 解 的 充分 必要 条 件 ， 

7.5-1 定理 ((1) 的 解 )， 设 T:XX 一 人 为 托 范 空间 六 上 的 
紧 线 性 算 子 且 令 4 夭 0. 则 (1) 有 一 解 x 的 充分 必要 条 件 是 对 所 


有 满足 (4 的 解 jE X* 有 
f(%)=0., (5) 
因此 车 (4) 有 唯一 平凡 解 f =5， 则 对 任意 给 定 的 EX 
(1) 均 可 解 ， 


证 明 ， (oa) 假 设 (1 7 有 一 解 xY= xo， 即 
y= Xo 一 4Xo= 了 xn 
令 f 为 (4) 的 任意 一 解 ， 则 可 知 
f(y)=f(Txo ~ /Xx0) = f(T XxX0) ~ Af (Xo) 
由 伴随 算 子 定义 FTxo) = (7T“ 了 (x0) .因此 由 (4) 
fy) = (站 (xo) -Af (Xo) = 0. 
(5) 反 之 ， 设 (1) 式 中 > 对 (4) 中 任意 解 /满足 帮 Gy) = 0 现 证 
明 (1) 有 和 解 ， 
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假设 (1) 无 解 ， 则 不 存在 x 值 y?= 人 , x， 即 y 人 7 (CAX)， 出 
7,3-5 知 TT;( 久 ) 为 团 的 ， 则 从 y 到 TT (XX) 的 距离 0 为 正 值 ， 出 


小 | 理 4.5-7 存 在 一 f EX* 使 得 广 (y) =60 昌 对 每 一 2 € 
1(X) f(z)=0. 因为 >zE 了 7 ,(X) 则 对 其 一 XE 失 有 z = 《42 
故 由 f(z) = 0 得 
(T,X) = f (Tx) _Af (Cx) 
= (Tx*f) (x) Af (x) =0 


根据 zET,(X) 为 任意 ， 则 上 式 对 任意 xEX 成 立 .因而 三 为 


(4) 的 解 . 由 假设 f(y) =0, 但 这 与 f(y) =6>0 下 盾 . 因 此 
(1) 式 必 有 解 , 定 理 的 第 一 部 分 得 证 ， 第 二 部 分 可 直接 由 之 


挂 出 ， 
从 上 述 定 理 的 特征 中 抽象 出 下 述 概念 : 
AxX=Yy (y 为 给 定 ) (6) 
其 中 4A: 针 一 外 为 赋 范 空间 关上 的 有 界线 性 算 子 ， 者 (6) 有 一 
解 xE€ XX 的 充分 必要 条 件 为 y 对 方程 
Axf =0 (7) 


的 任 一 解 1E€ XX* 均 满足 f(y) =0 
其 中 4 为 4 的 伴随 算 子 ， 则 (6) 称 为 “正规 可 解 ”. 

定理 7,5-1 表 上 明 具 有 紧 线 性 算 子 的 式 (1) 在 14 关 0 时 为 正 
现 可 解 . 

引用 下 面 引 理 的 结果 对 (3) 可 模拟 定理 7.5-1 来 进行 处 
理 . 引 理 中 的 正 实数 r 要 依赖 于 给 定 的 4. 应 注意 (8) 式 是 对 称 
之 为 “最 小 范 数 解 ? 成 立 ， 而 并 不 需要 对 全 部 解 .因此 该 ?| 理 
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并 不 曹 涵 着 尺 , =T7 :的 存在 性 (根据 8$ 2.7 的 习题 3) 
7.5-2 引 理 ((]) 的 某 些 解 的 有 界 性 ) 设 人 :和 > 区 为 赋 
范 空间 上 的 紧 线性 算 子 且 给 定 4 克 0, 则 存在 不 依赖 于 (1) 中 》 
的 实数 c 汪 0， 对 每 一 使 (1〉 式 有 解 的 y， 在 这 些 解 中 至 少 存 
jx <clyl (8) 


其 中 y= 荆 ， x 
证 明 将 证 明 分 作 二 步 | 
(a) 先 证 明 若 对 一 给 定 的 % (1) 只 要 有 解 ， 其 解 集 就 包 


含 “ 最 小 范 数 解 ” 称 其 为 x. 
(b》 再 证 明 存 在 一 c 污 0 使 得 对 于 满足 (1) 的 任意 “最 小 


范 数 解 ” x 及 对 应 的 y= 了; x ，(8》 式 成 立 . 
详细 论证 如 下 : 
(a) 设 xo 为 (1) 式 的 解 ， 若 x 为 (1) 的 另外 解 ， 其 差 z = 
x 一 Xo 满足 (2) ， 因 此 (1) 式 的 每 一 解 可 写成 
X= Xot+2 其 中 zE€EN(T,) 
反之 ， 对 每 一 z EN(T,) 其 和 xo +z 均 为 (1) 的 一 解 ， 令 
p(z) = lxot+2l 县 R = in plz) 


由 下 确 界 定义 ，N (T,) 含 一 序列 (z,) 使 得 


plz2s) = lxot+2.) ->R (n->»>00) (9) 
因 (ptz,)) 收 钱 玖 有 界 。 再 由 
jz = jxo+zw) ~xol < lx tal + lz 
= plza) + lxol 
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知 (z,) 亦 有 界 ， 因 了 为 紧 的 ， 故 (Tz，) 存 在 一 收 钙 的 子 序列 ， 
但 z, EN(7 ,) 意 昧 着 了 ,z.= 0 即 7z,=4z。 其 中 4 天 0， 因 此 
(z;) 含 一 收敛 的 子 序列 ， 如 : : 
< 一 > 人 
再 由 2,7-11 知 入 (7) 为 用 的 故 z2, EN(T,)， 辐 时 由 p 是 连 
续 , 得 
plzn,)—> Ph(20) 
因此 再 从 (9) 式 得 人 氏 
力 (zo) = ixo 十 za = Rk 
这 表明 ; 对 给 定 的 y, 1》 车 有 解 ， 则 解 集 包含 一 “最 小 范 数 
人 解 ” X = xo+ 2 
(b) 现 证 明 存 在 一 c>0 (不 依赖 于 y) 使 得 对 于 满足 
(1) 的 任意 “最 小 范 数 解 ”Y 及 对 应 的 y= 人, x ，(8) 式 成 
3. 
假设 论断 不 成 立 ， 则 存在 一 序列 (y,) 使 得 
jx 


1 一 CO (1 一 >co (10) 
和 


其 中 7 ,为 最 小 范 数 且 满足 Tix,=y,， 乘 以 某 一 < 后 对 于 


和 一 相 ~ | 本 x | 
Qay: 其 对 应 的 QX , 订 为 最 小 沁 数 解 量 xl 一 上 2x 用 此 不 


[yn 2yn 


类 一 般 性 可 假设 这 |=]， 则 (10) 式 莫 涵 1y,i ->0， 由 为 


” 坚 的 目 (x。) 为 有 界 ， 则 《Txs) 含 一 收敛 的 子 序列 ， 如 
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TX Ux 为 方便 起 见 令 ww = 4xx* 则 有 
{Xn hx (7 一 ce) (11) 


由 了 于 y= x, = 了 x 一 /4X， 有 4X，= 了 2X， 一 水 1， 根据 (11) 
及 :iy 一 0 且 4 王 0 得 到 


Xn (Tx nV) > 《7J ->eco ) (12) 


= 
' 1/ 
据 此 且 由 7 为 连续 得 
Tix, > Tx 
11) KI Txr= A x 因为 Tx = y, 可 见 %X= Xs 一. 洪 
足 7,x=y， 由 于 x; 为 “最 小 范 数 解 >”， 则 ， 
i = les — xl > esl =1 


但 这 与 (12) 武 的 收敛 性 相 蔬 盾 。 因此 (10) 不 能 成 立 ， 即 (10) 
式 中 商 的 序列 必 有 界 ， 即 必 有 


其 中 v= 了 ,x ， 故 (8) 成 立 得 证 

导 下 述 引 理 ， 类 似 于 定理 7,5-1 对 (1) 的 可 解 性 ， 既 可 
得 出 (3) 的 可 解 桂 征 . 

7.5-35 定理 ( (3) 的 解 )， 设 7 了 ;一 XX 为 一 赋 范 空间 XX 
于 的 紧 线 性 算 子 且 40， 则 (3) 有 解 的 充分 且 必 贤 条 件 是 9 
对 所 有 洲 了 (2) 式 的 xEX 有 
(YX 一 站 (13) 


ed 
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因此 若 (2) 仅 有 平凡 解 x=0， 则 (3) 式 对 任意 给 定 的 
EAX* 芍 可 解 . 
证 明  (a) 芳 (3) 有 一 和 解 / 且 x 满足 (2) ， 则 由 
g(x%) = (7 fx) Af (x) = f(Tx -Ax)= ff.0);=0 
和 (13) 成 六 
(pb) 反 之 ， 设 对 任意 (2》 的 解 Xx，g9 满 足 (13;， 现 证 (3) 
有 一 和 解 f， 今 考察 任意 x€ 上 且 令 y= 了 ,x, 则 yE€T,(X)， 定 
六 了,(XX) 上 的 江陵 如 下 ; 
foly)= fo x) = gx) z 
此 定义 十 很 明确 的 ， 因 为 车 人 ;x1= 卫 ,x2 则 T(xi x:)=0 因 
向 Xi 一 XX 为 (2) 的 解 ， 由 假 议 知 g(xi x2i; = 0 即 9(xi) = 
g( Xs). : : 
因为 与 9 均 为 线性 故 f 为 线性 ， 下 面 证 明 其 为 有 界 ， 
5 | 理 7.5-2 保 证 对 每 一 y ET (六 ) 至 少 对 应 一 x 且 满 足 


x) <e ly (y=Tix) 
其 中 的 c 不 依赖 于 yy， 而 fo 的 有 界 性 可 由 下 式 得 知 : 
GE = lgCx)| lol: xl <elol: ly = c ly 


其 中 c = cjgl . 由 Haha-Banach 定 理 4. 3-2, 泛 函 fo 在 X 上 有 

一 扩张 /， 其 为 定义 在 全 空间 六 上 的 有 界线 性 泛 畏 . 
f(Tx—-Ax)= f(T,x,= fo(T x) = g(x) 

在 上 式 左 边 ， 由 伴随 算 子 定义 ， 对 所 有 XE 这 有 
fTx—Ax)= fTx) ~ Af(x)= (TfI(X) -Af(X) 

与 前 一 式 合 在 一 起 证 得 该 /为 (3) 的 一 解 ， 则 定理 中 第 一 部 

分 得 证 ， 从 其 很 容易 推出 第 二 部 分 . 
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87.6 Fredholm 型 的 其 他 定理 
至 于 算 子 方程 可 解 性 ， 在 本 节 给 出 进一步 结果 . 


Tx-ix=y (y 为 给 定 ) (1) 
Tx—-AxX=0 (2) 
1 -Aif=9 (g 为 给 定 ) (3) 
/一 41/=0 (1 ) 


假设 条 件 与 前 一 节 完 全 一 致 。 如 人 : 铸 一 处 为 一 赋 范 空 
间 X 上 的 紧 线性 算 子 ， 人 :为 7 的 伴随 算 子 且 4 关 0 为 给 定 ， 

上 一 节 与 本 节 定 理 是 Fredholm 著 名 理论 的 -一般 化 ， 上 
一 节 的 主要 结果 是 依 (4) 来 刻画 (1) 的 可 解 性 (定理 7. 5-1) 
和 依 (2〉 刻 画 (3) 的 可 解 性 (定理 7,5-3) ,自然 期 望 在 (1) 
与 (2) 之 间 和 (3) 与 (J) 之 间 也 会 有 类 似 的 关系 . 

1.6-1 定理 ((T) 的 解 )， 设 了 :X-> 和 为 一 赋 范 空间 X 上 
的 尝 线 性 算 子 且 4 大 0 则 

(a) 方 程 (1) 对 每 一 y€ 针 有 解 x 的 充分 必要 条 件 是 对 应 
齐 次 方程 (2》 只 有 平 几 解 x*=0, 在 这 种 情况 下 (1) 的 解 是 瞧 一 
的 ， 且 二 ;具有 有 界 的 着. 

(5) 方程 (3〉 对 每 一 g€ 久 * 有 解 1 的 充分 必要 笨 件 是 (4) 
只 有 平凡 解 J= 0， 此 时 (3) 的 解 叭 一. 

证 明 《〈a) 先 证 明 若 对 每 一 >E 和 方程 (1) 可 解 , 则 x=0 为 
(2) 的 唯一 解 . 

否则 (2) 有 一 解 X1 玛 0， 因为 (1) 对 任意 y 均 可 解 则 7 ,x 
= y= Xt 有 解 议 其 为 x;， 即 本 ,xs = xi， 类 似 地 有 xs* 使 二 xs= 
xi，。 等 等 .根据 假设 对 任意 R= 2, 3… 有 

0 关 Xi= 了 Xi = TixXs= "= Xs 
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且 
0O=7 ,Xi= 1 0 

因此 xs E NT 多 但 如 全 NGT4 这 表明 对 所 有 的 Re 零 空 间 
N (A 为 N(TI) 的 真子 空间 ， 但 这 与 定理 7. 4-3 矛盾， 
因此 x =0 必 为 (2) 的 唯一 解 . 

反之 ， 设 X= 0 是 (2) 的 唯一 解 ， 则 由 定理 7.5-3(3) 式 
对 任意 9 均 有 解 ， 现 知人 为 紧 的 〈 参 看 7.2-5) 故 可 对 六 使 
用 证 明 的 前 一 部 分 得 到 / = 0 为 d) 的 唯一 解 ， 青 从 7.5-1 推 
得 (1) 对 二 任意 y 均 有 解 . 

瞧 一 性 的 与 让 可 从 中 的 两 解 的 大 为 (2) 的 解 训 一 吾 实 中 
得 出 。 显 然 此 瞧 一 解 x= 了,-'y 为 最 小 红 数 解 ,由 5| 理 7. 5- 

| = Ty elyl 

得 出 二, 一 的 有 界 人 性. 

(5) 由 T* 为 紧 的 《参看 7.2-5) 则 (5) 可 作为 (q) 的 推论 

齐 次 方程 (2 ) 与 (4 ) 亦 有 关联 ， 可 以 看 到 其 具有 相同 个 
数 的 线性 无 关 解 。 在 证 二 中 硬 夺 名 于 下 面 的 和 与 和 “中 与 (5) 
有 美的 某 集 类 的 存在 性 ， 这 常 称 作 双 正 交 系 。 

7.6-2 5| 理 ( 双 正 交 系 ) ， 在 赋 范 空间 XX 的 对 偶 空 间 
X* 中 ， 给 定 一 线性 无 关 集 人 7/ ， 则 在 中 存在 苑 素 
21， ,Zn 使 得 


{ 0， (J) 尖 kk) 
fj(248)=0,, = (js,R=1,°,1m)(5) 
‘1, (7=&) 
证 明 ; 由 于 f ;顺序 无 关 紧 要 ， 因 而 只 要 证 明 存 企 一 忆 使 
和 


fn(zn) = | fi (2m) = U (j=1,*911—1)(6) 
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m= 工时 由 线性 无 关 方 关 0 页 存在 gx， fi(x3) 二 0, 今 21 = 
2， 其 中 CC= 1/fi(xo) 得 f1(21)= 1， 
mm 之 1 时 归纳 法 证 明 ， 设 下 理 对 m1 成 立 ， 即 和 包含 一 1 个 
元 素 zl ww，z。，， 使 得 

fel2a) =1, jz) =0 nk (= 一 


1) (7) 
今 考察 集 


M={xEXIfI(N) =0,%, fa (Xx)=0) 
现 证 明定 包含 一 z。 使 得 f(z ) =B0, 由 此 令 z, = 0-: 
zw 亚 然 可 知 (5) 成 六， 
倘 则 对 所 有 xEj 六 (xx = 0， 任 意 给 定 xE 克 与 焦 
Ac mM- 1} 
XxX 一 以 一 人 > (7X)2,, (8) 
1 = 1 


则 而 (7) 知 对 k 才 1m 一 1 


fa( x)=fi(x0)— 5 f(x) fs (2)) = fy (x) 


: ~—-f,(x)= 0. 
这 表明 x € M， 并 由 假设 知 /,( Xx) = 0 ， 再 从 (8 ) 式 得 
fn x) = 了 (x +51, (2, ) 


= f(x )+ Df; (x)f,(2,;) 


= 2.0; ; (x), La,= f/f, (2;)] 
(对 7 从 1 到 m 一 1 取 和 )， 因 xE€ 为 任意 ， 得 fs 可 由 fi, ….， 
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f，_， 线性 表示 ， 这 与 {f1,…,f wj} 线性 无 关节 盾 ， 因 此 对 所 
有 xE€Xf.(x) = 0 不 可 能 成 立 ， 故 内 必 会 一 >z。 其 使 (46) 却 
成 立 ， 引 理 得 证 . 

用 此 引 理 可 证 得 dimN (7T,)= dimN(T)) 其 中 7T%Y= (了 
-47 六 = -47， 对 于 所 考察 的 算 子 方程 ， 这 样 的 维 数 相 
等 意味 着 下 述 结果 ， 

7.6-3 定理 (7, 与 ;的 零 空 间 ) ， 设 T，X 一 A 为 一 
赋 范 空间 X 上 的 紧 线 性 算 子 且 4 关 0， 则 方程 (2 ) 与 (4 ) 县 有 
相同 数目 的 线性 无 关 解 ， 

证 明 ，7 了 7 与 了 为 紧 的 〈 参 看 7. 2-5) ， 故 由 7.3-3 知 信 
(与 Ni 为 有 限 维 的 如 ， 

dimA (7 ,)=n, dinmA (Ti)= 1m. 
现 将 证 明 分 成 (a)，(b)，(c) 三 部 分 ， 各 自 的 作用 古 

(0) ”对 m=n= 0 了 时 加 以 证 明 ， 并 对 mm 二 0 与 % 之 0 作 谁 第 

(b) ”证 明 n< 之 m 为 不 可 能 

(c) ”证 明 n 这 mm 为 不 可 能 
详细 论证 如 下 

(a) 车 zz=0， 则 (2) 的 唯一 解 为 YX=0， 则 (3? 对 任 痊 给 
定 的 9g 均 可 解 (参看 7, 5-3) .由 7. 6-1 推 得 /= 0 为 (4 ) 的 有 瞧 
一 解 ， 因 此 mm= 0 ， 类 似 地 从 m= 0 推 得 n= 0， 

假设 m>>0 且 20、 设 1xb… xx 为 GD) 的 一 基 ， 亚 


然 xj 世 = Span{xz,… x,}， 由 引 理 4.5-7 知 存在 一 g1 EX* 
其 在 Vj 上 处 处 为 零 目 91(x1) = 6， 其 中 6>0 为 1 到 了 1 的 路 


地， 轩 此 1 二 0-!gi 福 是 gi(x1) 一 1 有 gi(xs) = 0s", 9IAXa ) 
-0， 炎 似 地 存在 一 9 使 得 g (xs) =1 且 对 ) 尖 2 gi:(x;)=0， 
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等 笑 ， 因 此 A* 包 含 gl,…,g。 有 目 有 


0 ， 若 7 关 
Q(X1)=0,, = (jsR=1,.,n) (9) 
1 ， 若 j=& 


类 似 地 推 得 ， 寿 tfoo… fn} 为 N (TY) 的 一 基 ， 则 由 5| 
理 7, 6-2 存 在 关 的 元 素 21,…，, zw 使 得 
f;(2,.)=0,, (fs R= 1,*,) (10) 
(0) 证 明 n < 过 m 不 可 能 ， 令 n 二 m 自 5， 入 一 针 定 X 浆 为 ， 
SX=7Tx + S gj; (X)2, (11) 
由 7.1-4(0) 知 g; (Xx)zj 几 示 一 紧 线 性 算 子 且 紧 算 子 之 各 仿 为 
夫 的 故 = 为 紧 的 .下面 证 明 
(a) SixX;=SX, 7x,= 0 一 > (4b) x,=0 (12) 
由 (12a) 得 到 对 R= 140, 有 fs。(S,xo)=f,(0)=0,， 因此 出 
(11) 与 (10) 得 到 ， 


0 = f ,tS 1X0) = fi{ Tx, + 3 9 (xo)z ) 
r=j 


= f(T ,Xo0) + 2 gq; (Xo6) ff , (2;) (13) 
t=- 


= (7 7/,)(xo) t+ Gh(Xo) 
因为 f, EN (77) 则 有 TYf := 0， 故 由 (13) 得 到 
gnatXo)= 0 (k= 1,', 1) (14) 
这 蕴涵 着 Sx6= Tx (由 (11)) 及 7 .x0= Sixo=0 (由 (126) 
因此 xoEA (TD)， 由 于 {xb 和 yx 为 CT) 的 一 基 到 
凡 0 二 3 人 


其 中 a ;为 相应 的 系数 ， 将 (14) 与 9 ) 用 到 g。 上 得 
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0 = Gs (Xn) = Se ;0 (XX, ) 三 (R=1,*,n) 


因此 x, =0, (12) 得 证 . 又 用 7 4 -1(Q) 得 知 对 任意 v S,x=y 有 
解 . 寺 y=,,， 并 令 Y= 2 为 对 应 的 一 解 ， 即 So=z,,，. 与 
(13) 的 计算 和 相间， 利用 (0) 和 与 (11) 得 ， 

1 = 2a41 )=f,., (SS,y) 


= 了，. (Tiv + > 9; (Uv)2, ) 


= (ff ) (0) 十 >) 9;(0) fn,,) (2,;) 
r= 
= (717if,,,， )(v) 
天 为 假 议 2< 5 即 +1 扫 妇 故 太 ENCTY)， 因 此 TY ,1 
“9 这 与 上 和 面 结果 (TYf,;，) (vw) = 工 矛 盾 ， 故 证 得 pm 次 
个 可 能 . 
号 得 证 明 m>m 亦 不 可 能 、 方 法 与 (所 相似 ， 设 os 有 
S ， 入 * ~ AY ] 
3 f= Tf+ >' f(z2;)0, (15) 
1 
72-5 和 2 为 紧 光 再 由 7,14 (4) 知 f (2z， )9) 表示 一 紧 算 子 则 
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六 家 的 ， 列 证 则 
(ua) of = fo—Afo= 0 = 一 -> (Db) fo = 0 (16) 
让 用 (16c) 及 在 (15) 中 三 = fo 及 伴随 算 子 定义 与 (9 ) 对 每 一 


R 二 1， 和 


0 = CO ,fo0) (x,) = (7 3fo0) (x,) + 2) fo 《2 ) dy, 《5 
1 一 1 
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= f(T Xe) + fel(2%) (17) 
由 假设 mr 之 n 知 对 R=1,…,m xs ENWN(T,) [注意 {x YX 
为 NN(T 1) 的 一 基 ] 因 上 此/f,(7 ;xs) = fo(0)= 0 得 
fulzs)= 0 (k= 1,*,m). (18) 
从 (15) 定 有 Sfo=T*f，。 由 此 及 (16o) 推 得 TiP= Sf 
0 ”因而 fo ENCGOD. 因 为 {fo fr) 为 N (T7717) 的 一 基 ， 故 
fs 一 、1 5 万， 
其 中 必 为 对 应 系数 ， 利 用 (18) 与 (10) 得 到 对 每 一 让 = 17 


0 = fo(2z,)= 之 pjyfi(2.)= ps 


因此 f= 0 , 故 (16) 得 证 .根据 7.6-1(5) 知 对 任意 9 S$.,f=g 


为 可 解 、 现 取 g= gs， 并 没 / = 为 对 应 的 一 解 ， 由 S ;4 = 
gu ，。 册 (9)、(15) 并 再 一 次 用 (9 ) 得 


上 = Qnri (Xn )= C5,h) (x,,, ) 
= THA) (Ka + Sl hz,)g;, (zs ) 


= Cf hx, )=h(i Xi ). 

假设 mr 之 tn 即 m+1 才 hn， 故 xi,y CN GT,)， 因 而 h(T ;xX,,,) = 
h(0) = 10， 这 与 上 式 相 下 盾 因 而 证 得 ms 不 可 能 成 立 。 青 由 
(0) 知 亦 不 可 能 n 过 Mt， 小 必 有 nn=m, 

利用 7. 6-1(4) 还 能 证 明 以 前 的 定理 7.4-4， 其 中 Banach 
空间 条 件 可 放宽 为 一 般 赋 范 空 的 . 

7.6-4 定理 (特征 值 ) . 变 太 :一 发 为 赋 范 空 加 大 上 
的 紧 线 性 算 子 ， 若 上 有 具有 非 零 的 谱 值 则 其 等 一 信 归 为 了 的 特 
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征 值 . 

证 明 ， 车 预 解 式 尽 ,= 了 ,不 存在 ， 则 由 定义 4Eap(7) 
没 1 关 0 且 R ,= 了 :存在 . 则 由 2.6-10 知 了,x= 0 蕴涵 x=0， 
这 表明 (2 ) 式 只 有 平 几 解 ,定理 7, 6-1(a) 证 明 (1) 对 任意 y 均 
可 解 ， 即 驴 , 在 爹 人 上 有 定义 且 有 界 ， 因 此 14€ p(T7)， 


习 题 7.6 

1， 试 证 ， 定 理 ?7.5-3 证 明 中 的 汇 阔 fo 为 线性 的 . 

2， 定 理 7.5-1 在 n 个 未 知 量 n 个 线性 代数 方程 组 的 情况 下 含义 是 什 
么 ? 

3， 考 察 由 "个 未 知 量 与 2 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 4x= >， 所 议 
此 方程 级 有 一 解 x , 试 证 明 该 > 必 满 足 条 件 ， 第 5 节 中 的 式 (5) . 

1， 一 ?个 未 知 最 ”个 线性 方程 的 方程 组 4x = y， 对 任 起 给 定 的 y 
有 【唯一 ) 解 的 充分 必要 条 件 是 4x = 0 只 有 平凡 解 x=0， 从 目前 的 定 
旺 中 如 何 得 到 这 一 结论 ? 

，;， 由 “个 末 知 量 与 4 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 A4x = y， 其 有 一 解 
x 的 充分 必要 条 件 是 增 广 先 阵 


Uli ln "e Cln ni 

[a Qa 可 Qa 2 
Ld 人 

人 ai (Ce hd nn nn 


与 系数 矩阵 具有 相同 的 秩 数 ， 其 中 y= (7;) 试 从 定理 7,5-1l 中 得 出 相同 
的 准则 ， 
6, 车 (2) 有 x 于 0 的 解 且 (1) 有 解 ， 证 明 (1) 的 解 不 能 唯一 ， 类 
似 地 六 (4) 有 f 去 0 的 解 且 (3) 有 和 解 ， 证 明 (3) 的 和 解 不 能 唯一 、. 
7， 试 证 明 ; 定理 7.6-1 的 第 一 部 分 可 用 下 述 形式 表示: 
fi1( 了 7) 下 且 4 关 0 其 存在 的 充分 必要 条 件 站 :7 x= x 
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莫 涵 x= 0 ， 

3. 在 赋 范 空间 区 上 的 一 序列 (zl;，za,…》 与 其 对 侦 空 间 X "的 一 
序列 ( 广 ， 广 ，…) 若 满足 厂 (zh)=6 关 其 中 7，R=1 2 参看 (5) 
则 称 此 两 序列 为 双 直 交 系 ， 

试 证 明 : 对 给 定 的 〈ze)， 在 和 * 中 存在 双 直 交 系 (f;) 的 充分 必要 


条 件 为 : 对 所 有 mEN zm€ 4» 其 中 
An=Span {zs|hk=1,， 2,， ,Am} . 
9, 对 有 限 的 双 直 区 系 《 其 定义 见 课文 ) 习 题 8 所 级 条 件 自然 满足 ， 
试 证 明之 . 
10。 在 一 内 积 空间 中 两 集 {zl，…，z*} 与 {yiy yn 车 满足 
“zk，yj>= 641;， 试 证 其 每 一 集 均 线性 无 关 . 
11。 在 再 ilbert 空 间 中 上 述 双 直 交 系 的 条 件 是 什么 形式 ? 
12 .训导 为 一 由 iibert 空 间 玉 ， 试 叙述 并 证 明 引 理 7.6-2. 
13。 定 理 7.6-3 在 2 个 未 知 量 和 #* 个 线性 方程 的 方程 组 情况 下 其 县 
体形 式 是 什么 ? 
14 .者 一 赋 范 空间 拉 上 的 线性 算 子 7 拓 > 了 有 具有 有 限 维 的 值 域 
RT)= 7 (x), 
试 证 明了 有 具 有 下 述 表达 形式 
7 YX= 太 (XI 二 十 六 (YX) yn 
其 中 {fy ，Y} 与 {有 ， 1) 分 别 为 Y 与 X*( 导 的 对 偶 空 间 ) 的 
线性 无 关 集 . 
15 . 当 4= 0 时 ， 有 关 定 理会 有 什么 使 人 感到 奇异 的 结 打 ,此 时 ，(1》 
与 (2) 起 各 成 为 
Tx=» 与 Tx=0 


为 此 考察 7 :CL[0，x] 一 C[0, 7] 其 定义 为 


Tx)= | Kls, Dlt)dty Klsst) = E asinnssinnt, 
0 


| 
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S7.7 上 redholm 择 一 性 


前 二 节 主 要 研究 与 算 子 方程 的 可 解 性 有 关 的 紧 线 性 算 子 
的 性 能 ， 在 其 结果 局 示 下 得 到 如 下 概念. 

7.7-1 定义 (Fredholm 择 一 性 ). 在 峰 沁 空间 六 上 在 
界线 性 算 子 4:X 习 站 称 为 满足 Hredholm 择 一 性 ， 漆 4 满足 
( 开 ) 或 者 猜 足 (上 ) 

([) 非 齐 次 方程 

Ax=y, A"f=9g 
(A*:X*->X* 为 4 的 伴随 算 子 ) 对 任意 给 定 的 YEX 与 和 6 
针 *， 均 各 有 解 x 与 1， 且 解 唯 一 ， 对 应 齐 次 方程 

Ax= 0 A*f=0 
各 只 有 平凡 解 X= 0 与 f= 0. 

( 卫 ) 齐 次 方程 

4x=0，4 /=0 
各 有 相同 数目 的 线性 无 关 解 

Xl, Xf ,ff (hn 之 1]) 
非 齐 次 方程 

Ax=y, 4 =g9 
各 对 任意 的 y 与 9 并 不 总 有 解 . 其 各 有 解 的 充分 必要 条 件 是 y 
与 g 各 满足 : 

f(y)= 0, g(xi)= 0. 
(R=1, **,n) . 

我 们 看 到 上 述 概 念 可 用 来 概括 上 两 节 的 结果 . 

7.7-2 ”定理 (Fredholm 择 一 性 )， 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线 
性 算 子 T; 久 一 X 当 4 天 0 时 ，T = 了 -好 满 是 Fredhoi 择 
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一 性 . 

在 应 用 上 排他 的 择 一 性 论断 具有 重要 的 实际 意义 ， 因 为 
常 来 论证 更 为 简单 的 齐 次 方程 是 否 仅 具有 平 几 解 ， 以 代替 直 
搂 说 明 解 的 存在 性 ， z 

在 87.5 中 已 表明 :， 紧 线性 算 于 的 Riesz 理 论 是 在 第 二 
类 积分 方程 


x(s) -1 | Kes， tf)x(t)di= y (s) (1) 


的 Predholm 理 论 启 发 下 并 将 kredholm 著 名 结果 一 般 化 ， 
下 面 对 形 式 为 (1) 的 紧 线 狂 算 子 方程 的 理论 与 应 用 作 一 
简要 介绍 . 


谤 4 = 1/4， 目 y(s) = — y(s)/h, 其 中 4 关 0， 得 


7X 一 AH4X= 9? (A 去 0) (2) 
其 中 TT 定义 为 
(Tx) (8) = | Ks, txt)dt (3) 


根据 一 般 理论 可 对 (2) 式 表 述 如 下 
7.7-3 定理 (积分 方程 的 择 一 性 )， 若 (1) 中 之 K 使 得 
(2) 与 (3) 中 的 了 : 针 -> 久 为 赋 范 空间 XX 上 一 紧 线 性 算 于 ， 则 


对 人 ， Fredhoim 择 一 性 成 立 ， 就 是 (1) 或 者 对 所 有 y EX 
均 有 唯一 解 或 者 对 应 (1) 的 齐 次 方程 具有 有 限 多 个 线性 无 关 
解 〈 即 x 六 0 的 解 ) . 

假设 (2) 中 的 7 为 紧 的 (此 条 件 将 在 后 面 给 出 ) ， 若 1 为 
7 的 预 解 集 p(T) 中 一 值 , 则 预 解 式 R(T) = (T -41)-! 存 在 ， 
并 在 全 空间 XX 上 有 定义 ， 且 有 界 ( 参 看 7.6-1(0))， 由 (2) 式 
得 出 唯一 解 | 
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X= (7 )y 
由 于 尺 , (7T) 为 线性 , 且 R;(T)0 = 0 这 蕴涵 齐 次 方程 了 Tx-Ax=0 
仅 有 平凡 解 , 因此 当 4Ep(7) 此 时 为 Eredholm 择 一 性 中 (1) 
的 情况 . 
设 | 4 | 宇 1， 并 且 针 为 复 Banach 空 间 ， 由 定理 6.3-4 知 
A€p(l(T)， 再 由 6,3 节 式 (9) 得 
R(T)= -AI + 地 十) (4) 
由 此 知 解 *= R(T)y 可 表示 为 所 谓 的 Neumann 级 数 ， 
X= -y+ STy+ Ty + ), (5) 
者 了 的 谱 存 在 非 零 1E o(T)， 则 可 有 ，Fredholm 择 一 性 
中 〈I) 的 情况 ,定理 7. 6-4 表 明 4 为 一 特征 值 ， 由 定理 7. 3-? 
知 其 对 应 的 特征 空间 维 数 有 限 ， 并 由 定理 7. 6-3 还 可 知 等 于 
相应 的 ;的 零 空 间 的 维 数 ， 
在 实际 中 定理 7.7-3 所 涉及 的 两 个 重要 空间 为 ， 
X=L[a, bX=CLlo, b] 
为 了 使 用 定理 , (1) 中 的 核 开 均 应 使 了 满足 骏 的 条 件 . 
荐 必 = 天 [ao，b， 则 该 条 件 要 求 天 在 二 (xy7) 内 古 连续 
的 ， 其 中 /= [a，6j， 其 证 明 需 用 到 测度 理论 ， 在 本 书 范围 
内 不 予 考 虑 . : 
在 X= CEa，0] 情 况 下 ， 同 样 设 玉 在 / xy/ 上 为 连续 时 就 
可 保证 了 是 紧 的 ， 
为 得 到 这 一 结果 ， 我 们 使 用 下 述 重 要 的 定理 (7.7-4) 
在 Cfa，b 中 的 一 序列 (x,) 称 为 等 度 连 续 ， 知 对 任意 给 
定 的 :之 0， 存 在 一 依赖 于 e 的 6>> 0 ， 使 得 对 所 有 的 x 及 所 在 
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的 51， $1€ [a,，6j 并 且 满 是 Si -sz 之 6 均 有 

x.(51) ~ Xx,(52)| <e 
从 此 定义 中 可 看 出 ， 每 一 x, 在 [6，6] 上 均一 臻 连续 ,有 旦 0 并 不 
依赖 于 7。 

7.7-4 Ascoli 定 理 ( 等 度 连 续 )， 在 C[a， 纪 上 的 一 有 
界 等 度 连续 序列 (x,) 其 含有 一 收敛 的 〈 依 C[o，5] 的 范 数 ) 
于 序列 ， 

证 明 ， 由 于 (x;) 是 等 度 连 续 的 ， 对 于 任意 给 定 的 e 过 0， 
存在 6 = 6(e) 汪 0， 使 得 La， 站 中 的 点 ，ty 当 | 一 < 时 
(Xe) 中 的 每 个 xs 六 必 有 


[x (tf) 一 % (t’)| < 


利用 这 个 5， 在 [oe，5j 上 任 取 个 分 所 

a= ffi1tn=Db 
使 得 | 一 il 过 6 .因为 (x;,) 有 界 ， 存 在 篆 数 MM0, 使 (x,) 
中 的 每 个 xX,({) 均 有 

lx = max |x, (1)| <M. 

tCE La,b) 

因此 ， 对 于 每 个 国定 的 j， (x, (tj)) 均 是 有 界 数列 , 利用 引 理 
2.4-1 证 明 中 的 方法 可 以 证 明 ， 对 于 所 有 j=1,2,，** mm，(X， 
(1;)) 有 共同 的 收敛 的 子 序列 (xns (tj))， 因 此 , 对 e 存 在 正 整 
数 ， 当 Rk，h 汪 > 了 时， 有 


[xna ti) — Xn (7)| < (7 = 1, 2 1m) 


下 面 证 明 (xns) 是 (x,) 的 收 钱 子 序列 ， 对 于 任意 1 €La，5)， 
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议 其 落 在 [二 ,站 上 ， 则 当 k， kh>K 时 . 
[Xr (tt) 一 Xe (tf) Xn (ft) — xn, (t;)| 十 Xslti) 


— xnp, (tt,)| 十 Xnplt) — Xns (t)| 


e 七 
二 和 二 .= 
~ 3 3 ° 


于 是 ， [xng 一 Xnse | = max |xny (tf) — Xn (t)| <e, 


即 (xm) 是 C[a、 的 的 Cauchy 序 列 ， 由 C[o， 交 是 完备 的 ， 从 
而 证 得 (xn ) 是 (x,) 的 收敛 子 序列 ， 

在 和 = Cla、b] 时 利用 此 定理 可 得 预期 结果 如 下 ; 

7.7-5 ”定理 ( 紧 积 分 算 子 ) 设 / = [a,6]， 且 K 在 /x J 上 
连续 ， 则 由 ( 3 ) 式 所 定义 的 算 子 了， 一 久 , 其 中 庆 = CL[a, 6b] 
为 一 紧 线性 算 子 . 

证 明 ，7 为 线性 ， 有 界 性 可 由 下 式 得 出 . 


b 
ITx| = max | K(s,t)x(t)yditl < |xl max 
e 了 a SE]J 


| | K(s, tl dt 


即 , ITxl <C |x|， 令 (x,) 为 XX 中 任意 有 界 序 列 ， 如 对 所 有 
的 x xd 三 C， 并 设 y, = Tx,。， 则 | y,| < 上 74 zx, 

因此 (y,) 亦 有 界 ， 现 证 明 (y,) 为 等 度 连 续 . 因为 根据 假设 核 
KK 在 x J 上 连续 , /x 为 紧 的 ,KK 在 x 了 上 一 致 连续 ， 因 此 
对 任意 给 定 e>0， 存 在 6 之 0 使 得 对 所 有 的 1E7 及 所 有 的 Su 
ozcy/ 昌 满足 lj91i- Sz| 过 6 均 有 
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改天 (sbD1<T7T 
由 此 ， 对 上 述 的 s1，5: 及 任意 的 n 均 有 


b 
jy (Cs ~ ya (52)) = | [Ke 人 -天 (ss 1)] 
xi 人 Gd 


量 [ pm 
<<(D -0) (Bay C= ee. 


这 就 证 明了 (y,) 的 等 度 连 续 性 ， 由 Ascoli 定 理 知 (y,) 含有 


一 收敛 的 子 序列 ， 因 (x,) 为 任意 有 界 序 别 且 y，,= 了 x:.， 根 据 
定理 7.1-3 得 出 了 为 紧 的 ， 


站 题 7.7 
1。 试 表示 忆 redAolm 择 一 性 在 2 个 未 知 量 与 2 个 线性 代数 方程 组 
时 的 具体 形式 ， 
2。 直接 证 明 (1 〉 式 可 能 不 总 有 解 ， 
3. 对 (3) 式 中 的 天 给 出 一 个 不 连续 的 例子 ， 使 得 对 一 连续 的 x， 
其 象 了 x 为 不 连续 ， 


4， CNeumann 级 数 ) 在 (1) 式 中 车 k= 与》 = -ys)/4 证明 


Neumann 级 数 (5) 有 下 述 形 式 
x= 多 二 由 个 六 十 全 2 人 2 y+ 
在 C[a, 5bJ] 中 考察 (1)， 若 KK 在 La, 5 上 连续 ， 即 可 令 | 玫 CS) 
<M， 若 ll 过 1/M (5 -a)， 试 证 Neumann 级 数 收敛 
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5 。 解 下 列 积分 方程 ， 并 将 结果 与 习题 4 中 Neumann 级 数 比较 
1 
《3S) 一 (tf) di= 
xX(s + 


求 出 对 应 齐 次 方程 的 所 有 解 并 加 以 说 朋 . 
6。 解 下 列 方程 , 并 证 明 : 者 lVAoCb 0) 对 应 的 Neumann 
级 数 ( 参 奢 习 入 4 ) 收敛 


X(3) -ef Kox(i)di= y(s) 


其 中 Ko 为 常数 


7。【〔 破 核 ， 预 解 校 ) 试 证 在 习题 4 Neumann 级 数 中 的 Ta y 可 
号 为 
(Ty (3)= { Kos,t) yf) dt 让 二 2, 3 


登 核 上 K ,定义 为 


Bb b 
Kn dt, )=| "| KS HOK CO to) K tas tydti 


dt 刚 Neumann 级 数 可 写成 ， 


ee b Am pb 
x(s) = ys ta| Kosst) (时 二 同居 cs 


y(t) dt + 再 证 明 ， 此 表达 式 又 可 号 成 积分 方程 ， 


«Cs) = Cs) ta| Ks, th,) yt)dt 
其 中 预 解 核 尺 注意 不 要 与 算 子 的 预 解 式 混淆 ) 定义 为 
Ks,t,w) = Kit) Cs, 1). [Ki)= KK1 
最 后 证 明 ， 登 核 满 足 
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rr 
a 


上 
Kl(s,t) = | Ken-iils, UK Gu, ft) du 


8. 在 (1 ) 式 中 a= 0, 56=xH 
K(s,!)=asins* sin2t + arsin2s »。 sin3t 
试 确 定 其 预 解 核 . 
9， 利 用 习题 4 中 和 的 Neumann 级 数 解 (1) 
其 中 
一 0,b>=278. 
o0 oo 
K({s,t)=H aasinns» CoOsnt (Tlas (< om) 


wl nx] 
10 .在 (1 ) 式 中 , 令 KK(s,1)=s (1+t) 且 a = 0,68= 1, 试 确定 特征 值 
与 特征 函数 , 当 4= 1/4 不 为 特征 值 时 试 解 此 方程 ， / 
11 在 (内 式 中 ， 令 KK(sy1)=2e:t!t 且 (5s) =e 及 a = 0， 
6 = 1， 试 求 特征 什 与 特征 函数 ， 
12。 解 


X(S) -ef sinscost* x({t) di= y (Cs) 
0 


13.， Ascoli 定 理 7.7-4 涉 及 一 子 序列 在 依 CL[ae，51 中 范 数 用 人 钱 ， : 
并 且 知 其 在 [a，65j 上 一 致 收 仑 (参看 1.5- 6 ) . 试 举例 说 明 ; 一 连 组 国 
数 序 列 ， 其 在 Ta，65j 上 每 一 点 收 化 但 不 含 在 La，258j 上 一 致 收敛 的 子 
序列 . 

14. (〈 退 化 核 ) 一 核 形 如 

K(sit) = Fai(s)bi(t) 
i=1 | 
称 为 退化 核 ., 这 有 时 不 妨 假设 tG1， "yg an} 5 (oo b+»} 各 为 [a， 
bj] 上 的 线性 无关 和 集 ， 否 则 的 话 可 以 减少 和 的 项 数 。 若 共有 这 类 核 的 方 
程 (1) 有 一 解 xz， 试 证 明 其 为 如 下 形式 
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x(s) = y(s) th cjqai;(s) C,= | bri) dt 


} 一 1 


且 未 知 常数 必 满 足 ， 
各 fe 
Ci -nTajkes= yi,ajk= | bj (tas(t)dt 
hl “ 
其 中 
b FP , 
yi= | bj; (ty y(t)d! (j= 1, “71) 
15 。 考 察 . 


x(s) -| (s+1)x(t)adt= y(s) 


(ga) 假设 x? + 124 -12 关 0 并 利用 习题 14 结 果 解 此 方程 
(65) 求 其 特征 值 和 特征 消 数 ， 
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附录 ; ”复习 与 参考 资料 


A1.1 集 (集合 ) 

常用 大 写字 母 .4，BB， 及 ， 了 对 ，Y' 昼 表示 集 ， 也 可 用 花 
括号 表示 ， 例 如， 

ta，5，c)} 表 示 元 素 0，p%， 2 组 成 的 集 . 

{# |f(t) = 0} 表 示 使 1 的 值 笠 于 零 的 {的 集 . 集 论 中 的 基 
些 记 号 ， 

1 空 集 (不 含 任何 元 素 之 集 ) 

a€dA a 是 4 的 一 个 元 守 . 

bE A bp 不 是 4 的 一 个 元 素 ， 

A4=B 4 与 3 相等 (由 相同 元 素 组 成 的 两 集 ). 

AAB A 与 8 为 不 同 的 集 (不 相等 ) . 

ACB ”A 为 B 之 于 集 (4 中 每 个 元 素 均 为 B 的 元 迷 )， 
或 与 作 B 汪 A. 

ACCB，AB，A 是 8 的 真子 集 (A 是 B 的 子 集 ， 且 8 中 
至 少 有 一 元 素 不 在 4 中 ). 
AlJB={x|l x€.4 或 x€ 8B} A 与 8 的 并 集 . ( 附 图 
1) . 

ANB={x|IlxE A HH x€B) 4 与 的 交集 .， ( 附 
图 1) 

A 站 B=$8 A 与 8 为 不 相交 的 两 集 (4 与 B 没 有 公共 元 
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附 图 1 和 集 4 与 B 的 并 44JB， 及 交 AN BB 阴影 部 分 ) 
吉 ) 
A-B =1{x |x€ A 且 xF B}，44 与 B 的 差 集 (8 可 以 
是 4 的 子 集 ， 也 可 不 是 .)( 附 图 2 、3) 


附 图 2 和 集 4 与 B 的 差 集 -BB( 阴 影 部 分 ) 
(BEA (ANBFG (OANB=6 . 


附 图 3 ” 差 集 4-B 与 B-4 及 集 4 与 B 的 交 A1 8B 
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= 


4 = 有 -4 为 4 在 到 中 的 余 集 (这 里 4CX， 为 防止 汤 


可 用 记号 Cx A4) 

集合 运算 注 足 下 列 诸 公 式 ， 

(1c) 4U4=-4 A(|A= .4 
(1p) A B=BUA A[}B= BI}4 


(lc) AU(BUC)=(AUB)UC  ” 记 作 A4UBUC 
(1d) AN(BNC)=(ANB)NC  ” 记 作 AN BI1S 
(1e) AU (BNMNO = (AUY BN (AUO) ( 附 图 4》 
(1f) AN (BUC)= (ANB) YU ANO) ( 附 图 5》 
(19) Af} BCA A{1BCB 


(1h) AUYUBEA AUBIB 


- AU( BNC) : (AUBI{H AUC)S 


附 图 4 公式 (1e) 
395 


集 ) 


AN(BUrm. ( AI :BJU( 4Ai10 


附 图 5 公式 (17) 
因此 
ACB&>ALB= BeOS>AIIB=A4 
(2) 4CC 有 BCC<A>4UDCC 
CCAHCCB<<>CCTCANB 
(3) (4)°=4 X= $=X. 
(4) 狄 :摩根 (De Morgan) 律 (4 与 B 为 了 的 任意 子 


(4UB)c=4 0 
(ANB):=A“UB° 

显然 

ACB<> A DB' 

(5) A P= $<>ACP > 8 4 
AlIJB=X<>ACB<>BPCA. 

对 给 定 集 S 其 所 有 子 集 组 成 之 集 ， 称 为 的 寡 集 记 作 


了 26 


已 (9) . 
友和 帮 ， 了 为 二 非 至 集 . xEX 县 yEY 的 所 有 有 序 对 
(Xx，y) 所 成 之 集 称 为 对 与 了 的 笛 卡 儿 乘 积 ， 记 为 Xx】， 
和 
XxY={(x,， yy) IxEX， yEY} ( 附 图 6) 


附 图 6 六 与 Y 的 笛 卡 儿 乘积 xY 的 图 示 
集 M 称 为 可 数 的 ， 是 指 集 M 含有 有 限 多 个 元 素 ， 或 M 中 
的 每 个 元 素 可 对 应 唯一 的 正 整数 ， 且 每 一 正 整 数 对 应 唯一 的 
MM 中 元 素 . 
非 可 数 集 称 为 不 可 数 集 ， 
A1.2 映射 
设 X， 了 为 两 非 空 集 , 日 .4 为 X 一 子 集 , 若 对 每 个 xE 4， 
均 有 一 确定 的 yEY 与 之 对 应 ， 就 得 到 了 -4 到 了 里 的 映射 了 ， 
记 为 y= 了 Tx, 并 称 y 为 x 关于 T 的 象 。 集 4 则 映射 了 的 定义 域 ， 
记 为 D(T)， 喘 射 T 写 为 
T:D()——>Y 
XH 一 > x 


TT 的 值 域 R(T) 为 所 有 和 银 的 集 ， 即 
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R(T)={yE€ Yly=7Tx，xE€D(T)} ( 附 图 7) 


附 图 7 上 映射 的 图 示 
对 于 D(C(T) 的 任 营 子 集 MM， 其 象 T(M) 为 集 ， 
T(M)={Tx |Ix€E M} 
因此 TL[D0)]= R(T) 
对 于 某 一 yoE 了， 使 得 7x = yo 成 立 的 所 有 xED(T) 的 
集 称 做 y( 的 原 象 .类似 地 ， 子 集 ZCY 的 原 象 是 使 TxE€ Z 的 
所 有 xE€ D(C) 的 集 ，yoE€E 了 的 原 象 可 能 十 空 集 、 单 点 集 、 或 
是 D(T) 的 子 集 ， 这 与 yo 及 有关 . 
如 果 对 于 任意 的 x1!，x:€ DD (7T) 
XI1 天 2%2 荔 涵 TXxi 关 了 Tx， 
则 称 映 射 了 是 单 和 里， 或 称 T 是 一 对 一 映射， 也 就 是 说 ，D (7T) 
中 不 同 点 有 不 同 的 象 . 因此 ，R(T) 中 任意 点 的 原 象 是 单一 
的 点 ( 附 图 8 ) 
如 果 有 R(T) = 了 则 称 
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7T:D(T)-»Y 


是 满 射 ， 或 称 T 是 DD(T) 到 Y 上 的 有 映射， ( 附 图 9》 
显然 DT)—>R (7T) 
XH 一 > ix 


总 定 并 射 的 


ee 

人 _ 
A DT) 
* 加 | dl 

面 二 .* 二 二 
i 呈 者 po 


< 


1 i 
卓 


附 图 9 满 射 图 示 
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如 果 T 了 既是 单 射 又 是 满 射 ， 则 称 了 是 双 射 .此 时 T， DD (7 了) 
-> 了 的 逆 映 射 7-! 是 按 Txol 一 > xo 定 义 的 有 频 射 TT!1:Y 一 D (7T)， 
即 7-! 使 每 个 yo E 了 映射 成 xo。€E.D(T)， 有 和 目 %0o 满 足 Txo = yo( 附 
图 10) 


附 图 10 双 册 的 道上 映射 1 "i:; 了 一 已 (7 cA 


因而 对 于 一 单 射 :D(T) 一 了 的 道上 映射 771RO)->H(T) 定 
义 为 y%oHF-> Xt， 这 里 yo。= 了 xo。《 附 图 11) 


附 图 11 单 射 了 的 着 了 映射 了 1 EC7)>D(T)CCX 
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设 T1!，T; 为 两 映射 ， 若 DD(TD) = D(Ts) 且 对 于 所 有 的 
XE€EDOTD) =DO:) 有 Zi1x=7:x 则 称 了 与 1 相等 . 

如 果 7 ; D(T)->Y， 且 8B8CD(GOT)， 则 对 于 xE 8B 由 Ti px 
= 了 x 所 定义 的 上 映射 7 |;:B8> 了 称 为 T 在 3 上 的 限制 ( 附 图 12) 


附 图 12 映射 7 在 子 集 8cCD(T) 上 的 限制 Ts 
设 T: C>Y, T:D(T)->Y 医 D(T)CC 且 对 于 每 个 
xED(T) 有 
Tx= Tw 
则 称 7 是 T 在 C 上 的 扩张 ， 又 若 刀 (7T) 是 加 (T) 的 真子 集 ， 妈 
D (7T) -DD(T) 关 9， 则 称 7 是 7 的 真 扩张 . 
设 7 : XX 一 了 ，U: 了 ->Z， 那 么 ， 出 
> U (Twx) (xX€ XX) 
所 定义 的 到 2 里 的 贞 射 对 一 Z 称 为 U 与 7 的 复合 或 乘积 ， 记 
六 UT 或 Uo。T ( 附 图 13) 
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注意 ， 一 般 说 UT 与 TU 是 两 不 同 的 映射 ， 有 时 UV 可 能 
没有 意义 


附 图 1 ”两 映射 的 复合 


A1.3 族 ( 集 族 ) 


若 将 每 个 正 整 数 n 对 应 一 实数 或 复数 , 就 得 到 一 实 或 复 的 
序列 ， 这 可 看 作 入 = {1，2，*……} 到 实数 或 复数 里 的 映射 
x: 是 # 的 象 . 集 尽 称 作 序列 的 指标 集 . 

将 指标 集 必 推广 到 任意 非 空 集 ! (有 限 的 、 可 数 的 或 不 
可 数 的 ) 并 将 1 映射 到 任意 给 定 的 非 空 集 X 里 ， 这 样 得 到 多 
的 元 素 族 ， 记 作 (x。) ,1 或 简 记 为 (x。) ， 其 中 x。€ 是 a€1 
的 象 . 注意， 对 于 /里 的 某 些 a 关 pb 可 能 有 x =x， 集 / 称 为 
族 的 指标 集 ， 

如 果 久 的 元 素 均 为 一 已 知 集 的 子 集 ， 则 可 得 一 子 集 族 
(B,) ,el, 其 中 已 ,是 ca 的 象 ， 

族 (B,) 的 并 1 了 3. 筷 至 少 属于 某 一 个 83 的 元 素 所 组 成 的 


集 ， 交 门 B 为 一 集 ， 其 元 素 属 于 每 一 8。,，aE7 .特别 在 1 = 
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入 时 可 记 作 
在 = 41，2} 时 记 作 Bi1U B; 及 Bi1[) 8B;. 

对 于 任意 的 非 空 子 集 MCX， 总 可 以 找到 多 的 一 个 元 于 
族 ， 这 些 元 素 的 集 为 屠 ， 例 如 ， 用 M 必 到 XX 的 自然 映射， 即 X 
上 的 恒 等 上 映射 x 一 > x 并 限制 在 可 上 得 到 . 


A1.4 等 价 关 系 


设 X， 了 为 给 定 的 两 非 空 集 ， 第 卡 儿 乘积 XxY 的 任意 
子 和 集 R 称 做 一 (二 元 〉 关 系 .。(x，y) ER 可 记 作 RR (x，y). 
如 果 对 集 针 上 一 关系 RCX x 久 满 足 ; 
对 所 有 的 XE 有 RR (x，xX) 《 自 反 性 ) 
R (xX，y) 总 销 RR《(y，X) (对 称 性 ) (1) 
民 (x，y) 与 尺 (y，z) 绾 涵 民 (X，z) 《传递 性 ) 
则 称 尺 是 必 上 一 等 价 关 系 ， 此 时 民 (x，y) 通 稍 记 作 X 一 》 
( 读 做 x 等 价 于 y) ， 这 样 (1) 式 成 为 ， 
X~x 
X~y—> yy~xX 
YX~ yy 日 9 一 Z = 一 >X 一 Z 
等 价 于 xoE 式 的 一 切 yE 拉 所 成 之 集 称 作 xo 的 等 价 类 ， 
任何 这 样 的 y 称 为 这 个 类 的 一 个 代表 . 关于 R 的 等 价 类 构成 
么 的 一 个 划分 ， 
由 定义 可 知 ， 非 空 集 六 的 一 个 划分 征 尖 的 一 非 空 子 集 
族 ， 且 族 中 各 于 集 两 两 不 相交 ， 这 些 子 集 的 并 等 于 如， 
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设 M 是 集 卫 的 子 集 ，(5B。)。.1 为 六 的 一 子 集 族 .如果 
MC-U B, z 


则 称 (83,) 是 放 的 一 个 复 盖 ， 
特别 是 ， 若 (B,) 为 了 的 一 复 盖 ， 则 
U8.=. 


如 果 (B8。) 只 是 由 有 限 多 个 集 B, 组 成 ， 则 称 其 为 有 限 复 盖 . 
如 果 卫 = ( 针 ，J) 为 一 拓扑 空间 (例如 ， 度 量 空间 . 参看 
31.3) ， 当 所 有 B, 均 为 开 集 时 ， 称 (2B8。) 为 开 复 放 . 

一 拓扑 空间 和 = (大 ，7 ) 称 作 

(a》 紧 的 ， 如 果 六 的 每 个 开 复 盖 含有 X 的 一 个 有 限 复 
盖 ， 

(b) 可 数 紧 的 ,如果 关 的 每 个 可 数 开 复 访 含有 六 的 一 个 
有 限 子 复 盖 . 

(c》 列 紧 的 ， 如 果 关 的 每 个 序列 有 一 收敛 的 子 序列 ， 

子 集 MC(I，y7) 分 别称 作 紧 的 “〈 可 数 系 的 ， 列 头 的 ) 
是 指 将 M 看 成 一 子 空间 (MY，J yw) ， 而 这 个 子 空 间 是 紧 的 

(可 数 紧 的 ， 列 紧 的 ) . 这 里 ，M 上 的 拓扑 vv 是 由 所 有 于 集 
Mn4 (4E7) 组 成 的 ， 

对 于 度量 空间 ， 这 三 种 紧 性 概念 是 等 价 的 . 


A1.6 上 确 界 与 下 确 乔 


设 E 是 实 直 线 RR 的 子 集 ， 若 有 一 上 界 ( 即 存 在 5€ R, 对 
所 有 x6E 天 有 x 委 包 则 称 E 是 上 有 界 的 ，R 中 每 一 上 有 界 的 非 
空 于 集 卢 存在 上 确 界 〈 或 取 小 上 乔 ) ， 记 作 

5up 已 
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即 ，sup 为 E 的 一 个 上 界 ， 且 对 于 上 的 每 个 上 界 b6 均 有 
supb <b., 
对 于 任 巷 非 空 子 集 CCEk 有 
supCsupEh 
类 似 地 ， 如 果 忆 有 一 下 界 〈 即 存在 cER， 对 有 所 YE 歼 
有 xy 之 a) 则 称 忆 是 下 有 界 的 ， 有 折 的 扑 王 扫兴 
在 下 确 界 〈 或 最 大 下 界 ) ， 记 作 
infF 
即 ，ini 五 为 蕊 的 一 个 下 界 ， 且 对 于 五 的 每 个 下 内 ac 均 有 
nt 之 a， 且 对 任意 非 空 于 集 CCE 有 
iniC>infF 
如 果 巨 既 上 有 界 又 下 有 界 则 上 是 有 界 的 。 当 EH 时， 
in{ FE <supk 
如 果 上 映射 二 : 刀 D( 了 TT)->R 的 值 域 R(T) (假定 非 空 ) 是 上 有 
界 的 ， 其 上 确 界 表示 为 ; 


suUpT x 
x ED(T) 


如 果 R(T) 是 下 有 界 的 ， 共 下 确 界 表示 为 ， 
inii x 


x eD(T) 
41.7 和 柯 西 (Cauchy) 收 敛 准则 
设 (x,.) 为 一 数列 〈 实 的 或 复 的 ) ，2 是 一 数 ， 若 对 于 每 
个 给 定 的 e>0， 存 在 无 穷 多 个 rn， 使 得 
,一 aq <e 
由 c 称 做 (x,) 的 极限 点 . 
Balzano -~- Weierstrass 定 理 指出 ， 任 何 有 界 数 列 至 少 
存在 一 个 极限 点 ， (这 里 的 数列 ， 必 须 无 穷 多 项 ) 
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数列 (x,) 如 果 存 在 一 数 x， 对 于 每 个 给 定 的 e>> 0 ， 除 去 
有 限 个 n 外 ， 均 有 
[x, —X| <e 
则 称 (x,) 为 收敛 的 ，x 为 数列 (x,) 的 极限 , 
收 钙 数列 的 极限 是 唯一 的 ， 且 峙 极限 是 读数 列 的 唯一 极 
限 点 . 
柯 西 (Cauchy) 收 伍 定 理 . 数列 (x,) 为 收敛 的 当 且 仅 当 
对 于 每 个 e 汪 0， 存 在 一 个 尽 ， 当 m、n 这 入 时 有 : 
(Xs —X,| <e {1) 
证 明 ， (a) 若 (x,) 收 敛 ， 是 c 古 其 极限 ， 则 对 于 每 个 e 之 0， 
存在 一 个 入 ， 当 # 全 人 时 ， 有 


|X, 一 (| < 
利用 三 角 不 等 式 ， 对 于 m、n 祖 得 


Di 


已 
[Xn 一 Xal |xn -cl + |c~-x,l < + = 8 


(b) 有 反之 ， 假 定 ( 1 ) 成 立 ， 给 定之 0， 选 定 满 足 ( 1) 的 
n=k>N， 当 mN 时 每 个 x,. 都 落 在 以 x; 为 中 心 、e 为 半径 
的 邻 域 已 内 ， 因为 除去 有 限 多 个 x, 允 万 外 ，(x) 中 其 余 各 数 
均 在 姜 内 ,所 以 数列 (X,) 有 界 . 根据 Bolzano-W eierstrass 
定理 (x.) 有 一 极限 点 a。 又 由 (1 ) 成 立 ， 对 于 每 个 e 之 0 存在 


一 N* 当 m,n>N* 时 有 |xn -xu| < 三 , 今 选 一 固定 的 9> Ne 
使 得 |x, -dl <-， 当 m>N* 时 由 三 角 不 等 式 得 
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(xn 一 9 < [X» — Xl 十 ix,— ql <e 


这 就 证 明 (x,) 收 化 且 极 限 为 a. 


A1.8 群 


G = (G,') 称 做 群 ， 是 指 元 素 为 *，y… 的 集 G, 与 映射 
GCxG—G 
(xX; y) 一 2CC (通常 2 写成 x 与 y 的 怀 积 形式 xyy) 
由 病人 于 公理: 
(G1 )， 合 律 ， 对 于 所 有 的 x, y;ZEG 
(xy)2 = X (YZ2) 
(G2); 存在 单位 元 e, 即 存在 一 元 素 e, 使 得 对 所 有 x€ G， 
有 
Xe=ex=X 
(G3): x 的 逆 元 存在 ， 对 于 每 个 x*E CG， 在 GG 中 存在 一 东 
Xx"!， 使 得 : 
X-IX = XxX-i=e 
e 是 叭 一 的 . 对 于 每 个 xEC， 道 元 x -也 是 唯一 的 。 
如 果 CG 还 满足 
(G4) 交 换 性 ， 对 于 所 有 2 yEG 
XYy= YX 
则 称 G 是 可 换 群 或 阿 贝尔 (Abelian) 群 ， 
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附录 了 习题 答案 


屏 题 1.1 


2 ， 不 是 度量 , 三 角 不 等 式 不 成 立 〈 例 如 , 取 x=1,z=0， 
y= -1 时 (4)， 不 成 立 ，) 

3 ，(M1) 至 (M3) 显 然 成 立 ， 由 

|x -yi |x-z| + jz 一 中 <(x -z+ lz~yl 2)2, 

得 到 (M4). 

4 ， 含 两 个 点 之 集 {x,， y} 上 ; 其 度量 d 为 ，d (x, x) = 0， 
d( yy)=0.d(x y) =k>0; 含 一 个 点 之 集 {x} 上 ， 其 度量 a 
为 ，d(x*x) =0. 

5. (1)k>0; (2)R=0， 

6 .是 离散 度量 (参见 例 5) 

7 (M1) 与 (M3) 显 然 成 立 ， 因 为 x, y 在 [a,6] 上 连续 ， 
则 4 〈x, y) = 0 当 且 仅 当 对 于 所 有 1E [ab], 有 lx(D - y(0|= 
0, 即 (M2) 成 立 ，(MM4) 由 


~ b 
d (x.y) -| I C1) ~-zGD+zCD -yO di 


<| xD -zi di +| z(t) -yD dt 


直接 得 证 
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8 . (M1) 至 (M3) 显 然 成 立 ， 下面 证 明 (M4), 当 Xx、y、 
z 不 全 相等 时 ， 有 d(x, yy) 专 1， 

d(x,2) +d(z,Yy) 守 1, 当 X= y= 2 上 肝 , (M4) 中 等 写成 了 并 , 

9 .关中 元 素 的 个 数 为 2= 8 ，d 可 能 取 的 值 是 0、1、 
2 、3、 易 验证 (M1) 至 (M4) 成 立 ， 

10， 酷 . 

11, d(x, y)<d(x,2) +d(z,w) +d(w, y), 且 . 
d(oyy) =d(y,w). 因此 , d(x, y) -d(z,@)<<d (x,2) 
+d(y, ww) 再 将 x 与 z 交 换 ，y 与 外 交换 得 . 

d (zy w) ~ d(x,'y)<d (x,2) +d(y,w) 

两 边 同 乘 人 以 -1 ， -d(x,2)—-d(y,w)<d(lx, y) -d(z, w) 
从 而 结论 得 证 . 
12， 因 为 d(x,z) 三 d(x, y) +d(y%z) 列 涵 
d (x,2) —d(y,2)<<d(x, y) 
以 及 d (2z)<d(yx) +d(x,2z) 蕴 涵 
~ d(x, y)<d(x,2) —d(y,2) 

13. 令 z= yy, 则 ,d (x, y)d (y, yxX) +0 
再 将 x 与 y 交 换 / 

14. 在 (M4) 中 ,， 令 y=X. 


刁 题 1.2 


1 ， 证 明 的 思路 和 方法 与 1.2- 5 中 的 一 样 。 
2. 取 p=g= 2,a’*=a, P=b. : 


3 ， 取 | 17 
n= 
0 jn 
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4 .X= (全 


-一 一 》 11 = 2， 3， 三 看 直 


对 于 任意 国定 的 如 1， 从 某 个 ?以 后 ， 
(an)-* 福 二 ， 且 调和 级 数 习 发散。 


5. X= (=)¢h, 但 (一 1 eltp>1)， 这 是 因为 当 p1 


时 ， 级 数 yp < cc， 
6 . supd 0 SSsnpd 人 7) 


x y 扎 二 


7 ， 由 于 0(4) = supd 了) = 0 落 涵 d(x, y) = 0 从 而 ，x 
KeY 


r y， 上 有 反之 是 显然 的 ， 
8 ， D(A4, B) = 0 不 弄 涵 4= B， 三 角 不 等 式 不 成 立 ， 例 
如 ， 取 A4，B8， 使 D(A, 了 )>>0， 并 令 C = AUB. 
9 ， 订 命 题 不 成 并 . 
10，d(x,z) 志 d(xs y) + d(y,z ) 列 涵 
Dlx, B) = infdx, z) <inftd lz, y) + d(y,2)) 
= d(x,y) + infd(y,z) 
=d(x, y) + D(y, B) 
因由 ，D(x B) -D(y, B) 志 d(x, y) 
交换 x 与 y， 并 两 边 同 乘 以 -1， 于 是 ， 
-d(x, y)D(x, 万 ) ~ D(y,B) 
11. 易 验 证 (M1) 至 (M3) 成 立 ， 由 于 d 满足 (M4) 并 利 
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用 1. 2-5 证 明 中 的 方法 得 


d(x,») 之 d (xX, Z) + d (z, y) 
l+d(x,y) “1+d(x,z) 1+ d(z, y) 


即 d 满足 CM4), 人 了 从 d (x, y) 过 1 得 出 基 的 有 界 性 . 

12， 若 x,;, yE€ 4 或 x,， yE€ B， 则 分 别 有 d(x, y) 三 6(A4) 或 
d (xs y) 志 6(B)， 车 x€ A，y€B. 对 于 固定 的 0€ A，bEB， 
有 . 

d(x, y) <dl(x,a)+d(a,b) +db,y) 
<0(A)+d(a,b)+o0(B) 

因此 ，5(4UB)<6(4) +d(a, 6b) +6(B) 

13. 咯 ， 

14， 对 于 d1，d: 利 用 p = 2 情况 下 的 Minkowski 不等式 
得 ， 


= qd (x, 2) + qd (2,Y) 


15. 因为 d (x, y) =0 当 有 目 仅 兴 di1(xiy y1) = 0 与 ds (Xs, ys) 
= 0， 而 di(x1s yi) = ds(x，y) = 0 级 少 xX = y. 出 于 


maxd, (xX,, yn)SEmaxtd, (Xx,2,) +d,(2hs ys) 
入 型 ,和 和 一 2 


411 


maxd, (x.,2, )+ 
maxd, (2,, y)) 
f=al,2 
可 证 得 (M4). 
习 题 1.3 
1。(0) 设 任意 XE€ BCxor)。 则 d(x, xo) = a<r 于 是 ， 


B (* "3 )=B (xor). 


(b) 因为 任意 y# BCxoyr)， 则 d (y, xo) = ar 所 以 ， 


By le; (xo;r)“。 即 证 明 了 B (xor)* 是 开 的 . 


从 而 证 得 B (xo;7) 是 闭 的 . 
2. 上 的 开 球 B(xo;1) 是 开 区 间 (xo -1， xo+1)，,C 上 的 
开 球 B(xo31) = {z| d(xo, 2) 过 1, zE C}。，Crt -1,1) 上 的 开 球 


B( X03 了 )， Xo= f°,， 是 界 于 


曲线 x1= 一 二 和 zx， = f+ 
之 间 的 〔 -1,1J 上 的 连续 函数 
全 体 历 构成 的 开 区 域 . 


3. r=vV2. 附 图 14 Ct 一 1,1) 上 开 球 B(xo, 1) 
4, 右 4 赴 开 球 已 ,的 并 4 = U8,, 则 每 个 4€ A， 存在 开 
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球 如 。， 使 得 a€ B= {2z ld (x 2) 之 +r。}， 于 是 d (x,,0) =e 过 
rss 取 7 = (ro -2), Bl MEB.CA. 因此 ， 4 是 开 集 , 反 


过 来 ， 铬 4 征 开 集 ， 则 对 于 每 个 acE 4， 存 在 开 球 Blayr)CC 
所， 从 而 ，44 可 表示 成 这 些 开 球 之 并 ， 即 4 = UB(asr). 


5. 设 4 是 X 的 任意 子 集 ， 对 于 任意 9 € 4， 开 球 
B(as ) = {ojC 4， 因此 证 得 4 是 开 集 ， 同 理 可 证 4* 是 开 


集 。 即 证 得 4 是 闭 集 . 
6， 若 存在 x 的 一 个 邻 域 只 含 4 的 有 限 个 点 >1， 办 yn 令 
fF 二 mint{d(x,, yi) d(xo, yr)}RB (Xo /2) 不 含 4 中 氮 y 夫 
No。 : 
7.。(q) 整 数 全 体 ; (8)R; (coC (Cd)tz1t 1}CC. 
8， 在 多 于 一 个 点 的 离散 度量 空间 久 中 ，{%xo} = B (Xo;1) 


= P(xo0s1) zB (Xog1) = 大 ， 
9， 梧 


10. 车 xE 4， 则 xE A, 或 x 的 每 个 邻 域 含 4 的 点 a 关 X. 
因此 D(x, 4) = 0 车 ，D(x, 4)=0， 则 xE A 或 * 的 每 个 邻 


域 必 含 A 的 点 a 二 x， 即 x€ 4.， 

l1. CO){ ~1,1); (0) R; (0) {tz 1lz =1}CC, 

12. 在 cEfc,p] 值 为 1 ， 在 [ac 5 - (cy 上 值 为 0 的 羡 数 全 
体 是 不 可 数 的 ， 且 它们 中 任何 两 个 国 数 的 距离 均 为 1， 因 此 ， 
Bra, bo] 不 可 能 有 稠密 的 可 数 子 集 ， 

13， 设 X 是 可 分 的 , 则 和 有 一 可 数 稠密 子 集 了 上 ， 令 xEX， 
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日 e>0. 因 Y = 对, 那么 ，x E 了 ， 因 此 ，x 的 e 一 邻 域 
B(xX;E) 含 一 个 YE 站， 且 d(%, y)<e， 反 之 ， 若 X 有 一 可 数 
子 集 了 7 具有 习题 中 的 性 质 ， 则 每 个 xE 和 ， 或 是 7 的 点 ， 或 是 


的 聚 点 ， 因 此 ,了 = 式 . 

14， 设 7 是 连续 的 ， 且 .4 是 任意 闲 子 集 MM 的 原 象 ， 则 MM 
有 原 象 4 ， 由 定理 1,3-6 知 ，A“ 是 开 的 ,于 是 证 得 4 是 闭 的 ， 
反之 ， 若 几 有 闭 的 原 象 4，M “及 A' 均 是 弄 的 . 根据 定理 
1.3-6， 则 了 是 连续 的 . 

15。 由 x(t) = sint 定 义 的 连续 映射 R->R, 将 开 集 (0, 27) 
陕 射 到 闭 集 [ -1,1] 上. 


站 题 1.4 
] 因为 d (x, x)<e(n 祖 ) 缠 涵 d (x，, ,x)<<e(n,>> NN) 


3。 若 (x,) 是 Cauchy 序 列 ， 存 在 %,， 对 于 所 有 "之 m， 
有 d(x,, xX, )<1, 因此 ， 对 于 所 有 1， 


d (Xs Xs Emaxt{l, d (x1, x ), "d(x 1» Xs, )} 

6. 利用 d(x,y)<d (x y) Sd (x y) <2d (x, y). 
可 证 得 所 要 证 的 结论 ， 

7， 如 果 (z,) 是 C 中 的 任意 Cauchy 序 列 ， 其 中 z。= yx%， 
+iy:， 则 《x,) 和 (y,) 是 RR 中 的 Cauchy 序 列 ， 这 是 由 于 ， 
lx 一 Xi Slzn -2 yy |2n 2 
因此 ，x, 一 X，y:->y， 令 2=x+iy， 那 么 ， 因 为 

lz 2 = XX+iCy: -7 Ex -xX| + >， 一 


y 一 0 所 以 z, 一 2， 
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习 题 1.5 


1。 利 用 定理 1, 4-8 证 明之 ， 
2， 设 (x,) 是 和 中 任意 Cauchy 序 列 , xn。 = (E6000, 0)， 
则 对 于 每 个 e>>0， 存 在 一 久 ， 当 or> 六 时， 
d (Xns %1) 一 max EP -E17 < 之 e 于是， 合生 一 皮下 


Ee(j=1,2**…*n) 对 于 任意 固定 的 j， 序 列 (6 人 ,E900) 是 R 中 
的 Cauchy 序 列 ， 知 其 收 化 ， 令 67? 一 6j 定 义 X= (619 "1)， 
那么 ，x€E 义 ， 在 | -站 之 e 中 ， 令 r~->o2， 得 
sD -Ej| 过 es 因此 ,Xn 一 XX. 
即 证 得 起 完备 的 ， 
3。 令 x ,= (1,1/2,1/3; 1/n;0,00)。， 则 (x,)E MM. 


因为 gd (Xm, X,) = i (之 n) ,所 以 ，(x,) 是 村 中 的 Cau- 


chy 序 列 . 但 xxX= (AD EI",，xgM. 


4，X= (1/n) €E M, 介 x¢ M. 
5， 太 在 AR 中 是 团 的 ， 利 用 定理 1.4-8 结 论 得 证 .或 用 害 
义 证 明 ， 证 久 中 的 Cauchy 序 列 (x,) 从 某 项 起 都 相等 . 
6， 讽 x, =n，(%,) 没 有 极限 ， 对 于 任意 正 整 数 m， 及 nn 二 
mctgE， 有 z 
d (m,n)=arctgn ~arctgm 


= arctg i — 
1+ me 


Carctgl <e 
1 


时 以 (X。) 是 Cauchy 序 列 . 
7，% =1，( Xu) 是 一 不 收敛 的 Cauchy 序 列 . 


8，、 对 于 任意 xE 了 上， 根据 定理 1.4-7(a)，Y 中 存在 序列 
(x;)， 使 得 Xx,->x， 因 此 ，Xx,(a) 一 x(a),， x,(b0) — x(b), 
于 古 ， 

0=x,(0) — XxX,.(b)—x(a) - x(b) 
xXEY， 由 定理 1.4-8 知 ，Y 是 完备 的 . 

9. 我 们 证 x 在 任意 fu € La，6] 连 续 . 因为 一 致 收敛 ， 对 

于 每 个 e>0， 存 在 (ce)， 使 得 对 于 所 有 #E Lo，6]， 有 


x(t) -xn (1)| < 


由 于 xn 在 加 连续 ， 存在 0 盖 0， 妆 
lt 一 to < 时 ， 


(的 一 Xw (to)| < 


因此 ， 对 于 满足 lt -ol 过 6 的 所 有 1E€ [c， 的 由 三 角 不 等 式 ， 
有 ， 
Xft) 一 XCt Sx) -Xi + xs, C(t) -xn to) | 
+ -xd <e 


10. 在 这 个 空间 中 ，Cauchy 序 列 从 某 项 起 必 保 持 不 变 
并 收敛 于 那个 项 . 

11. 令 x 一 %X， 取 任意 固定 的 7/， 则 ， 对 于 每 个 e>0， 存 
在 N， 当 "> 六 时 ， 有 


Te re re — 
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因此 ， 当 ?六 时， 攻 一 上 | <e， 


下 面 证 充分 性 ， 对 于 每 个 e>>0， 由 于 局 方 = 1 ， 存 在 m. 使 ， 


于 1/2'<2， 由 题 设 ， 对 于 每 个 j， #5->&;， 因此， 满足 


1 志 7 声 m 的 每 个 j， 存在 NN ;， 当 n>>N ;时 ， 全 一 | < #5, 


从 而 ， 
" 1 | 一 和 | 1 2/2 一 2 
271+ 7 生产, 六 +e73< 3 
令 ， N= max{Ni, “NN,), 当 n 之 NN 时 ， 
» 1 | —E, 
d (Xn, X) = 之 PE 
[£9 一 二 | 
=- 1+ 长 6 一 和 | 
el E17" ~ £)| 
和 2 1+ 67 ~8| 
2 = ] e e 
DE 


12， 设 (x,) 是 S 中 任 音 Cauchy 序 列 ,这 里 ,x, = (ED) 
则 对 于 任意 固定 的 1 及 e 汪 0， 存 在 NN， 当 m，n 守 时 ， 


2 SP) 一 £95") £ 
27] 二 ET 一起 EC d(xXn,， XxX. < Fe) 
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因此 ， EY 一 825" <e Gn,，n 守 NN 时 ) 
对 于 定 固 的 j，(E4，&91.05) 是 Cauchy 序 列 ， 知 其 收 敏 ， 
令 5y" ->5;， 由 习题 11 知 ， XxX, >X= (£,). 
13， 由 直接 计算 得 d(x,，xu) = 一 -Cm<n) 
14. 取 任 意 xEA 兴 ， 令 c= maxt{l， mxa |x(1)| j， 这 里 
J = [0，1] 对 于 n> 2c. 
d(x,x), = | CD -xD dt>|° jx (CD - 
X(f)| dt 


i 
>| [xz -c]di 
-| -Odt+ | -Cc)dt 
2 


i 1、1 
“~ n>26 
15， 对 于 每 个 e>0， 存 在 N， 当 n>>m> NN 时 ， 


d(x,, x ) = re 
即 (x,) 是 Cauchy 序 弄 ， 
但 对 于 任意 x = (6&1)E 久 ， 存 在 入， 当 n>N 时 ，&; =0， 
因此 ， 对 于 n> N， 


] 
dx x) = -El|1+ 所 _&, 


十 se + 一 全 ”一 一 一 
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> 
” (Mr+1): 


因为 六 是 固定 的 ， 则 wd(x.，x) 一 0 是 不 可 能 的 ， 


站 题 1.6 


1. 可 以 证 明 Y 没有 率 点 ， 则 了 = 丰 ， 即 了 是 闭 子 空间 ， 
由 定理 1.4-8 知 ，Y 完 备 . 

2. (证 ，d) 的 完备 化 空间 是 RR， 

3， 离 散 度 量 空间 X 的 完备 化 空间 就 是 其 自身 多 . 

4. 在 等 中 意义 下 ， 久 :入 ;中 的 Cauchy 序 列 是 相互 对 
应 的 . 


5。(b) 在 同 胚 xH-> 二 arctgx 作 用 下 ， 及 与 (-1，1) 
是 辣 有 是 的 ， 
6. 令 xXEC[0，1]， 用 x(t) 设 y(r) =x (5 二) 


可 以 证 明 技 xHF 一 > y 定 义 的 映射 T; CL0，1jJ-C[ao， 约 是 等 
距 的 双 射 . 


7， 著 4 (x。，%x,) <e<< 填 , 则 ， 
d (xX,s X 。) 二 (xn Xo) od (x %,) 
TI -dx XxX,) 


因此 ， 如 果 (x,) 是 (下 ，d ) 中 的 Cauchy 序 列 . 那么 ， 它 也 
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是 (和 X，d) 中 Cauchy 序 列 ， 且 (x,) 在 〈X，d) 中 的 极限 就 
是 在 (XY ，d) 中 的 极限 . 

8， 因 为 d(x，xs) 过 d(x。，Xx,)， 所 以 ，( 叉 ，d) 中 
的 Cauchy 序 列 也 是 〈X，d) 中 的 Cauchy 序 列 . 知 其 在 


CX，d) 中 收敛 , 由 于 , 当 (x，y) 之 方 时 ， 


d (x, y) = 4 y) <2d: x, y) 
1—- ad (x, ») 


所 以 在 ( 久 ，d) 中 的 极限 就 是 在 〈X，d) 中 的 极限 . 
9, dx 门生 QOxX Xn) + d(x {)—>0(n-—>00) 
10 d(x %s)Ed(x. 1) +d(l, x)—>0(n-r00) 
11。. 自 反 性 及 对 称 性 是 显然 的 . 若 x, 一 yy 一 2 
则 由 
d(x», Za)Sd(xs, yw)+aCV 2n)->0 (7 一 >co) 
得 出 传递 性 . 
12. 对 于 每 个 e>0， 存 在 N， 当 m，#> 上 时 ， 
d (Xa’y Xn) <e/3, d(xns Xn) < 8e/3，d(XoXn) < e/3 
因此 ， 对 于 所 有 m，n>>N、 由 三 角 不 等 式 得 ， : 
d(xX,’, X»’)<e, 
14. (1)d 是 度量 ，(2)d 是 伪 度 量 ， 
15。 是 宽度 为 2 的 开 “ 家 交 带 ”， 


习 题 2.1 
1. 按 通常 的 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 ， 并 满足 癌 量 空 
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同 诸 公理 ， 因 此 ，R 是 实 同 量 空间 ，C 龙 复 向 量 空间 ， 

2。 由 于 ，0xX+X= (0+1)x=%=U+x 
两 边 同 时 加 上 -x 就 得 (10). 

KX, od+ax=a(0+x)=ax=0t+ax, 

两 边 同 时 加 上 -ax， 于 是 (15) 得 证 . 
xX+(-1)x=[1+(-1)]jx=0x=06 
从 而 ，( 一 1)x= 一 XxX. 

3， 平 而 61 = 6&2， 

4， (0) 及 当 kR = 0 时 的 (d) 均 可 构成 六: 的 子 空间 、 

5， 设 cixli+ 加 +ax =0. x;=t'’,，t 在 [a，65j 中 任 联 
n 个 不 相同 的 值 fl!，…，t,. 代入 上 式 ， 得 到 一 个 齐 次 线性 
方程 组 , 其 系数 行列 式 D 的 转 置 D' 是 Yandermonde 行 列 式 ， 
因 iwt, 互 不 相同 ， 从 而 ，D = D/ 生 0, 方程 组 只 有 零 解 ai = 
“=a,=0. 

6. 由 于 dimX =2，{tel …，2} 古 X 的 基 ， 因 此 ， 
{el) …，e} 线 性 无 关 . {eli …，e，2%} 线 性 相关 ， 即 存在 
+ 1 个 不 全 为 零 的 数 P， …，R,+l， 使 得 ，Riel+ 十 Ree， 
+ ,wiX=09， 由 于 {err***es} 线 性 无 关 ， 所 以 kh.+1 夫 0， 从 而 


可 以 表示 成 e，…，e* 的 一 个 线性 组 合 . 车 xz= 习 aiei = 


3 pres, nj 3 (a; -pi)e,=0, 因 为 {fei， 7 e,} 线 


性 无 关 ， 所 以 ，a; =B;，j=1，2…，n。 即 表示 式 的 唯一 
性 得 证 . 
7， 使 天 成 为 实 癌 量 空间 的 一 组 基 为 le1,，**…，e@，,，'!e， 
多 12 sj ， 广 为 复 疝 量 空间 时 ， 其 维 数 为 n， 当 X 变 成 实 同 
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8， 不 一 定 . 例如 ， 任 何 x 关 0， 集 {x，ix} 是 复 向 量 空间 
多 的 线性 相关 集 ， 是 实 问 量 空 间 X 的 线性 无 关 集 . 


9，{1，f!，#，，t"}tE [a，6] 是 XX 的 一 个 基 ， 也 是 


PLa,，6b] 的 基 ，P[a，b] 不 是 久 的 子 空间 , 由 于 数 域 不 
同 . 

10, xy x EYNZ—S>x, XEYV, XX LZ, —>ax, 
+px Er axit+Bx: EZ—>axt+phx. EY NZ. YUZ 不 
一 定 是 半 的 子 空间 . 

11。 因 为 spanM 关 于 加 法 和 数 乘 两 个 代数 运算 封闭 ， 

12. 的 零 癌 量 古 零 簿 隆 ; dimA = 4 


0 9) (05), 《7 0)，(0 1) 是 X 的 一 个 基 


所 有 对 称 矩 阵 能 构成 一 子 空间 ， 所 有 隆 秩 和 矩阵 不 能 形成 一 子 
空间 . 

13， 因为 关于 两 个 代数 运算 封闭 . 

14。 显 然 ， 所 有 不 同 陪 集 的 并 等 于 X。 任何 两 个 不 同 的 
陪 集 都 不 相交 ， 事 实 上 ，pE (x+ 了 了 ) 门 (由 + 了 了) 一 > = X%+ 
y1+ = 世 +ya yb 72E€Y, 对 于 任意 YE YX+ y= (X+ yD)+ 
(yy—y1) = w+ y+ (YY -YI1)=W+ (y -yi+ y2) Ew+Y, 
即 xX+ YCw+Y, 同 理 ;, 有 w+YCx+Y. 因此 ， Xt+Y=wt 
Y， 故 相交 的 陪 集 一 定 相 同 ， 从 而 证 得 所 有 不 同 的 陪 集 构 成 
让 一 个 划分 . 

两 个 代数 运算 有 确定 的 意义 ， 即 与 陪 集中 代表 的 选择 无 
关 事实 上 ,用 由 +woEzZ+ 了 代替 zy 存在 》EY, 使 +zo= 功 
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+ y， 于 古 wo=yEGE 了， 因此 


(xX+Y)+(w+twt+Y)= (xtw)+(w+Y) 


= (XxX+wW)+. 


同样 对 于 数 乘 ，a (w+wot+Y)=aw+(awo+Y)=acw+Yy., 
也 古 确定 的 ， 
因为 庆 是 向 量 空间 ， 显 然 两 个 运算 是 封闭 的 ，X/Y 的 
零 癌 量 古 Y， 
15， 有 /7 = 平行 于 6&1 轴 的 所 有 直线 }. 
X/X=10}. AX/{0}=X. 


习 题 2.2 
1. lxl| = lx-0| =d(%,0). 
3 因为 ， | 中 = jy 一 x)+xl |y -xl| + lxl 
同 理 ， jxl < ly -xl + ly 
合 起 来 ，| jy| -jxi < ly -> 
4. 由 于 ， | 由 = loxi =olxl =o, 
5.。 骼 ， 四 
6.， 上 上 ,上 有 2; 4。 显然 满足 (N1) 至 (N3).， 由 于 ， 
lx + yl1= 1 +71| + |é2 + 712 : 
< i++ + 1al 
= |x| ,+ yl 
证 得 站 .| :满足 CN4), 利用 Minkowski 不 等 式 可 证 明 上 上, 满足 
(N4). 上 1。 满足 CN4) 可 从 下 列 不 等 式 得 出 . 
|x+ y= max{ IE: + nl ,2 +72) ) 
<max{ | + hl, ls + 所 :| } 


maxt 全 | ， 司 } + maxt{ jl , 17 }. 

7. 了 胎 , 

8， 满 足 (NV1) 至 (NW3) 是 显然 的 ，1 省 满足 CMV4) 可 利用 
数 的 三 角 不 等 式 ， 根 据 Minkowski 不 等 式 可 证 明 小 | "满足 
N (4)，| .| -满足 CN4) 证 明 类 似 习 题 6 中 的 | 

9， 了 赂 . 

10， 路. 

11. lzl = lex+(1-a) 刀 <clx+G=-a)lyl 

<a+(l1~Qa)=1 


12、 因 为 集 {x lj@(x) 委 1 不 是 凸 的 ， 取 x= (1,0) 


y= (0;1). 则 gg (x) = @(y)=1, p|3 x+y) | = 2, 


13， 因 为 离散 度量 不 满足 8(D)， 


14，d 不 满足 8(b). 
15， 设 凡 有 界 ， 则 ，ooun = sup lx -好 =p5<ce， 取 一 固 


定 xoE M， 令 c =b+ |xol， 对 于 任意 xEM， 有 ， 
tx = fx ~ xo + xol < lx -xo +jxdls<oe+tlxod = 6. 
反之， 如 果 对 于 每 个 xE M， jxj 志 c<， 那 么 ， 对 于 所 有 %， 
y€M， 有 
lx -让 过 人 +| 刘 2c， 因 此 ，oun 志 2c. 


悦 题 2.3 
2， 设 x= (8&;) ECo， 则 有 Xx。 = (E64)E Ce， 使 x. 一 Xx， 


对 于 任意 给 定 的 >>0， 存 在 N， 当 n> 和 NN 时 ， jx 一 x < 了， 
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对 于 国定 的 +1， 由 于 lin 六 = 0 存在 Ai， 站 7 了 >>Ai 


时 ， 9Y5| < 二 因此 
El 入 1 一 + (1>NI) 
<sup [Es — EW+ 0D) + 后 


= |x =-xowr + Ar <e 
有 印 ， ;一 0. 从 而 XE Co, 
3, 今 x,= (§5")) = | 1 < ,x= (81) = (+) 
了 
7 一 针 


> 必 


显然 x,->x，、 但 xEY，xgY. 


4。 对 于 任意 x， yE€1， 及 任意 数 4a, 8， 存在 x. EY， 
yr EY 了， 使 xX.~>x, yu 一 > 由 于 加 法 和 数 乘 运算 的 连续 性 ， 
有 ， 

CX 二 有 ycCX+Dy cxn+DyuwEY， 
从 而 ，cx+pyEL. 
5， 设 赋 范 空间 为 习题 3 中 之 Y， 令 y。= (73) 


1 。 oo -om 
一 区 了 一 站 ， 则 马 > = .已 二 收敛 ， 但 ， 


0 了 去 # 
n 1 1 1 ) 

— 1， -一 es 7 0 人 sw 一 和 人 了 
和 7 ( 4A? 9 nz? , 估 


6， 设 (S,) 是 廊 中 任意 Cauchy 序 列 ， 对 于 每 个 凡 ， 存 在 
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ns, 使 得 |S, -So| < ((nm>n,) 对 所 有 民 ， 选 641 之 


ng 则 CSns ) 是 (S,) 的 子 序列 ， 令 xX1= Sl， X= Ss -Si 
kk 
exh = On — np-1. 那么 ， Dnk 之 il 并 且 ， 


~ < 1 
之 EE xil + | xl 十 之 = |xil| + 上 xs 十 二 。 


于 是 习 x, 绝 对 收 化， 根据 假设 习 xs 收 化 即 ，Smi->SE 太 ， 
因为 (S$,) 是 Canchy 序 列 ， 有 ， | ， -Sl< IS.—Snsl 十 lSn, 
-S| 一 0， 因 此 ，S. 一 S$S， 故 是 完备 的 . 

7. 设 忆 x 绝 对 收 合 , 令 S。= 习 x4，m>n， 那 么 ， 

Sn -Sh = fxr to + 
< > xs 

即 (9 ,是 Canchy 序 列 . 

8、 基 元 素 的 有 理 系 数 的 线性 组 合集 是 可 数 的 并 在 空间 
中 稠密 〈 对 于 复 系 数 有 理 系 数 是 指 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 ) 

9. 对 于 x= (8,)E1? 以 及 每 个 : 汪 >0， 存 在 nx， 使 


( 忆 1?) ”<e. 所 以 有 、 


闪 oo 1 p 
x- Dee = (DEN’) <e. 
10, PO) = P(ox) = oP(x)=0. 
Py)= Pl(y—x) +x]EP(y— x) + P(x) 
于 是 ，P(y) ~ P(x)<<P(y~xX) 
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Xx 与 交换， 有 

P(x)—- Ply)EP(y -xX) 
从 而 ，P(y) ~ P{x) 宇 -Pl(y -x) 
国 此 ， |P(y) - P(x)| Ply -x). 

11， 洛 P(x)=P(y)=0， 由 (CN1)，(NWV3)，(N4)， 有 
Plax+By)=0， 即 VN 是 X 的 一 子 空间 . 上 2b 是 由 4 唯 一 确 
定 的 ， 对 于 任意 wuE 人 WN.， xEAX， 有 了 (oO) = 0. 

P(x)P(x+v0) + PV) = Pl(x+v) +0< 生 中 (X) ， 
|, 显然 满足 (V1)、(CV3)、(CN4)， 只 须 证 (NW2) 成 立 ， 当 


% = N 时 ， 有 | 人 | = P(x) =0 (xE€EN). 若 | 2 =0， 则 任意 


x € 和，P(x) =0， 得 = W。《〈 由 习题 2.1 -14 证 明 中 知 ) ， 
N 是 区/ 及 的 零 元 素 . 
12，|x lo。=0 当 且 仅 当 x 中 有 一 序列 (x,), 使 得 |x,| ->0， 
因为 了 是 闭 的 ， 所 以 x 是 闲 的 ， 从而， 9EX，2%=Y， 即 ， 
| 2 =0 当 且 仅 当 X = 了 ，(N2) 得 证 ，CN4) 从 下 式 
+ yh = inf ls + yl-<infC lal + lo 


| FE 站 不 
FP 二 
y ey yey 


在 yey 


得 证 ， 显然， 有 (各 3) 成 立 . 


八 /人 
lox Y= lal lxto 
13, x) = 0 < jx =1xj = 0 <=>x= (0, 0)=0. 
设 x= (wi ，%2)，y = (yy1，32)。 则 . 


| | 八 人 ~ 
=inflxl +inflyl = lx jot fy 


pi 


lx + yy) =max( x + yl 1, |x2 + yl,) 
<max( |zxilit yb, | xsj + lz) 
<mazxd sh, lel) + max( yh ly bs) 
= {x| + lyl. 
习题 2. 4 
1 1 
VI VE 、 
4， 中 心 在 4 点 的 开 球 ， 由 不 等 式 (3) 有 ,， B (80; r+) 所 
Bull, r/a)， Bo(0; rr)CB(0，6r) 因 为 范 数 产生 平移 不 变 的 
度量 ， 所 以 以 任何 点 为 中 心 的 球 有 类 似 性 质 , 再 根据 ,，$1.3 
中 习题 4 江 即 证 得 此 命题 ， 
6， 因为， "<max 上 ,于 是 


{x} < | x nn xl. 

7.， 令 el= (1，0.0，…，0，0)es= (0, 1,0,."*, 0, 0) 
“es 二 (0,，0，0， 号 ，0,，1), 根据 Cauchy-Schwarz 不 
等 式 ， 有 ， 

ixi < lt;lle;ylae| x 这 里 ，b= (2 el 2) 

8， 利 用 Cauchy-S5chwarz 不 等 式 ， 取 77;=1,7=1s**， 
n， 有 ，jxl?= (2 156;D <n2 ls; |=n|x|3 

9， 因 为 ，alx. x 上 x; 一 x| <<b lx, 一 x 。 

10 . 按 条 阵 加 法 和 数 冬 ,Z 为 同 量 空间 ,dimZ =mn, 因 此 ， 
所 有 范 数 等 价 〈 利 用 2.4-5). 

4 ,= 信守 jaya， | Al: = (| a (2) 
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[4 1. = lan ;| 
! 


站 题 2.5 


1.。 例如 (9 没有 任何 收敛 的 子 列 ， 

2， 世 包含 一 个 无 穷 序 列 (X。)，xs 关 Xe(8 尖 他) 由 于 
d (xyxn)=1，(X) 不 可 能 有 收敛 的 子 序 列 . 

3， 例 如 ，5 +6;=1 古 紧 的 ，61= 纪 是 非 紧 的 . 

4. 如 果 条 件 不 成 立 ,存在 一 个 Ko, 对 于 每 个 pm 有 x。E M 
使 得 上 540(X,) | 9 
因为 xX, ;一 Xx 副 泣 5 0(X,j)~>5 60(%)， 而 | E60(X4;) >;， 所 
以 (x,) 不 可 能 有 了 收 人 钙 的 子 序列 ， 这 与 几 是 紧 的 矛盾 . 

5。， 由 定理 2,5-3， 在 这 些 空 间 中 以 每 个 点 为 中 心 半径 为 
1 的 闭 球 是 这 个 点 的 紧邻 域 ， 紧 度量 空间 半 本 身 是 它 的 每 个 
点 的 紧邻 域 . 


7， 设 {bi1，…，b。} 是 了 的 一 个 基 ， 有 y= Paib€ 
Y， 使 | y。 -中 一 a， 那 么 (y,) 有 界 ， 利 用 引 理 2,4-1, {a4,} 
有 界 ， 因 此 ， 有 收敛 子 序列 ，a,j1>a; 1=1,2"mn， 于 是 ， 
(ys) 有 收敛 的 子 列 (y47)y4i= 只 Qnilbi, 令 y= 对 aibi 
EY，,， 有 和 


0 二 lv — y =< jlo — yd + Fy; - yl|-—a 


即 ，j- y1=a, 令 2 = -二 -， 对 于 每 个 y € 
上 一世 
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Y. 有 , jz-yl=-— i ,~ ~ 
' iv- 一 所 -> 
lv- yl y > 


= 1 
-bo 刊 之 一 *o i 


8， 通 过 h(x) = 上 x ，xE€ XX 定义 的 h 是 达 续 的 ， 根据 定 

理 2,5-3， 单 位 球面 MC(X， | 上: 上书 ) 古 紧 集 , 利用 定理 2.5-7， 
h 在 MM 上 取得 最 小 值 ， 即 ， 

a=h(yo) = min h(z)<<h(y), 对 所 有 yEM. 数 c>0， 


否则 yo。=0, 推 得 y# MM. 对 于 任意 x 关 0. 有 ,y= 人 -4xEJM， 
并 且 ,，a<<h(y) =| x [3 x1<>ajx| :< lx| | 

9， 设 (x,) 是 内 中 任意 序列 ， 因 为 邢 是 紧 的 ，(x,) 有 一 
收敛 的 子 序列 (x ，)，x sxE 天 由 于 M 是 闭 的 ， 根 据 定 
理 1,4-7(b)，xE€ M， 故 MM 是 紧 的 ， 

10. 设 内 是 么 的 任意 闭 子 集 ， 根 据 习 题 9，MM 是 紧 的 ， 
由 定理 2.5-6，7 (CM ) 是 紧 集 ， 利 用 定理 2.5-2. 7(M) 是 闭 
的 . 由 $1.3 中 习题 14 知 ，7-: 连 续 ， 从 而 了 是 一 同 胚 ， 


习 题 2. 6 
1. 赂 - 
” 2, 分别 是 到 5 轴 上 的 投影 ， 到 56: 轴 上 的 投影 ， 关 于 直线 
E = 扣 的 反射 ， 第 四 个 映射 为 相似 变换 . 
3， 丰 (了 ,) = 尺 :，R(T)) = £1 轴 ，R(T,) = 52 轴 . 
RT) = RI:; N(T,) = 6: 轴 ，N (7T;) = 5, 轴 ， 
NN(7)= 原 反 、 
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4 


RR* r=0 
4. NGTO ={ 人 NT) = {xlx(D =h= 常数 } 
0 


?大 
N(T,) = {9} U{ 所 有 垂直 于 2 的 向 量 }. 
N (Ts) = {0}U {所 有 平行 于 4 的 同 量 }). 

5， 对 于 任意 yj y% ET7T(V), 存在 2 x:EV. 使 y= Tx 
yz = 人 Tx:， 由 于 是 向 量 空间 ，ax1+ Bxs EV 因为 是 线性 
的 ， 所 以 ay + By:= aTxi+ PTxs=T(axit+ Px) ETV)., 
对 于 任 痢 Xi:，%2 ET-1W), 有 Tx1= yEW,. Tx = y:€W,， 
因为 矿 是 向 量 空间 ,了 是 线性 的 ， 于 是 了 (cxi + Bx;) 
=aTx,+pPTx,E WW. Wp, axi+ Px E {IW ). 

6. ST(ax+ vy)=S(aTx+pbTy)=aSTx+poly. 

7， 不 能 交换 . 


和 


9、 ;= 2 Qi 6 t=1, 2。 了。 
= 


10. T7… 存 在 寺 >N(T) = {0}. 即 6 为 满 秩 的 时 候 ，7 7 
存在 . 

11， 根据 定理 2.6-10(9)T-1! 不 存在 ， 

12， 册 于 7 是 线性 的 ， 设 aTxi+*… +a,lx,= 4， 人 则 
Tax tor +QrxXs) = 0 因为 了 存在, 所以，CixXi 十 和 十 CoY。 
= 0， 由 {xi，…，x,} 线 性 无 关 ， 于 是 cl= =c。=0 

13， 设 R(T) = 站， {bi1…，6b,} 是 了 的 一 个 基 ， 则 存在 e， 


CE， 使 0, = Te,. 令 aje,=0. 因为 了 是 线性 的 . 有 
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一 


ZaiTe, = 2 ajb;= 0, 由 {6b)， “上 b ,线性 无 关 ， 得 = …= 


:= 0 故 {eb …e,] 是 下 的 一 个 基 , 若 Tx = 0. 那 么 ,x= 习 Eiei， 


有 ， x= VETe, = Déib;=0 于 是 ,5 =…= 8,=0.， 


即 Y=0 由 定理 2,6-10(g) 知 ，T-! 存 在 . 反之， 由 定理 
2.6-10(c) 立 有 即 得 证 ， 
14。 对 于 每 个 y(t) E€ 半 ， 存 在 


x(D= | yn)dr 

使 得 ， Tx= y, 因此 ， R(T)= XX. 

由 于 入 () 关 10}。 即 对 于 每 个 常数 沙 数 ，Tx=0, 因 此 ，7T-! 
不 存在 说 明 习 题 13 中 的 有 穷 维 条 件 是 必要 的 ， 

了 题 2.7 
1, 4 =1 

nT 
(n+ 7) 


2.， 令 y。= 0) = Tx x = (8) €,(")= 
oo 4 /一 1 
,x El EVE;=V I), Ni kr 


Fn y: € R(T). y= (1;)E€ R(T), 但 由 于 x = (6)) 


你 人， 于 是， yt R(T). 
3,. 7x= (06—>b |xl <l Txl = 0 => 上 xi =0.—>x=0. 
根据 定理 2.6-10(4),。 了 i 存 往 。 因为，R(T)=Y， 对 每 个 
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?EC ， 有 XGE 全 ， 使 得 y= 了 >%， 则 人 -1y = x. 因此 ， : 


1 1 
2 = 去 rlTxi zl 
4. 取 ya= (17 和) 07=n/(ntj)V I 四 
T -1y，=X%= (£0))= (0760) = (zw 了 /1 + 让 


0 
Wy hed = 3 > 


5. EK(7)={y1[0，1] 上 ，y(0) = 0 的 所 有 连续 可 微 函 
数 y}，7 yy = yb， 了 :是 线性 的 ， 但 是 无 界 的。 

6， 不 可 交换 ，I7 ,= 17 =1. 1774 = 放 , 多 

7. 古 线 性 有 界 的 . 

8， 只 证 第 二 个 论断 , 由 于 ， 


[Ax|: = mo Dns 


| 
< bE "aX & 


=| Al lx 


用 U1 | Ax | 
得 ， sup xT <| 4|. 


另 一 方面 ， 取 使 得 也 | zj, | 是 最 大 值 的 j= s， 令 z= (ED 


je, /cs cos 天 0 
st= { 


0 人 以 5 一 


则 | xi 1 = 1， 2 = |Axol := ma 


人 Dti | 
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Ca -14| 
9. 0 7-5 中 最 后 一 个 公式 可 得 证 .为 证 第 


10. Axl: Bot < 己 己 1 四 
<max Del ENEl=1Al eh 
， 令 | .hh 是 自然 范 数 ， 由 习题 9， 有，141。= ,sup 


| Axi > 去 | 4 . 
当 .441= 0 时 ，| 4=j 45 车 >0， 存 在 一 个 久 =s， 使 
得 ， 
Qjik 


14l = - | ll. 韦 %= (51)， 


| 1 1=S 则 ， jx 1=1， 
b= 


1 5, 
Hz = 对 [es| = 441. 因此 ，HMl= 44 


12. N(T)= {axol ceE Ra， Xo 一 《2， 4—7)}. 
13. R(T)={x= (61 E2, 68)| 51+£2+6s=0), NC(T) 为 


1 0 0 
és 轴 . ( 1 0 : 
-1 -1 0/, 
14， 零 算 子 0 :XX->10}CY， 算 子 -7 


15， 设 是 给 定 的 球 并 置 于 球 B= {x ||x|<r} 之 中 ， 因 
为 7,-> 了 7， 那么， 对 于 每 个 给 定 的 :>0， 存 在 N， 使 得 


I -Tl 之 e/r(n>N)， 因 此 ， 对 于 所 有 n>>N， 和 x€B， 
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有 ， 
Tx -Txl<IT, -TI xl <Le/rr= .0, 
习 题 2.8 


2. | 月 = 2， 
3 了 有 界 ， 且 Hi =1 
4。 1 | 满足 CNW4)， 这 从 下 式 得 证 . 


上 x 十 可 = max Xf) + y(t)i + max [x (1) + y (Ct) 
<max Ix(f) i+max |y(#)| +max [x (1)| 
tef t «ff | 


+max |y’(1)| 
tf/ 


=|xl +f yl. 
f 是 线性 的 ， 在 C'[ae，656] 上 ， 有 
|f (x) |= xc) [<max (x(t)| + max [x Ct)| = jxl. 


即 f 在 C'‘[a，6] 上 有 界 . 
对 于 每 个 py 存在 一 个 x,€ CLa，5b]， 且 x’,(c)=1. 


|x.(t) << 一， 于 是 有 ， 


[x’,.Cc)| 


max |x,(t)| >n. 
人 号 区 


fx) | LAGx) 1、 
jx x. | 


sup 
是 


故 f 在 CLae，b] 上 无 界 ， 
5， 由 于 Xxo€ 义 一 入 (有 ), 所 以 f(xo) 才 0, 对 于 任意 x*€ 六 . 


由 f(y) = fx) - PA f (xo) = 0 ， 即 x 有 表示 式 


X= AXot+y yE€ Nf). 
车 oo Y= OX Yy, 那么 ， yy= (0 a) x 由 于 
yyEN(f)， 所 以 ，(a -4)f (xo)=f(y-y)= 0 因为 
j(xo) 关 0， 于 是 a = a， y = y， 故 唯一 性 得 证 . 


6, Xi Xi:€ x EXIN(f) x, -K€ Nf) 
寺 >f(xX) - f(x) = 了 (XI 一 
X2) = 0。 

因为 1 关 0 ,所 以 和 [六方 关 {9)， 

codimN(f)= dim X/N(f)> 0. 

AAA LA 人 人 

若 %，y€ERXI/N(D) MM x =x+t+N(), y=yt+tN(f) 

对 于 Xo ERX- N(f), x=axot2), y= QaXo0+22,21 22EN 


八 \ 个 \ /个 \ 
(f), 了 从 而 ,xX = aixo+ NN (了) y= Qsxo + NC(F), ,ax 一 


gy =N(f) = 分 即 和 y 线 性 相关 ， 于 十 , dim XX/N(Ff )< 
1. 


7， 由 习题 5，x= PD wot y. yEN (f1) = NOCPp) 因 
1 . 


_ f2 (Xo) 
此 ， f2 (Xx) f(x) fi CK0) . 


8， 根 据 习 题 5 , 若 / (Xo) 才 0, 那么 ,每 个 XE 玉 |, 有 X= ony 
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Xot+ y, YEN (TY), 今 2 = 


Fx) Vos 于 是 Hi=2 €X/N(f) 
9， 假 定 / (yo) =r 取 0，yoEY， 那 么 ,对 工 数 域 中 的 短 
个 数 c， 有 


c=a' 了 jxo)=f(2xo)jEF)， 
于 是 与 题 设 产生 了 矛 拓 . 


10. 议 x€ 万 5 则 ， 1 = |f (x) < Hxl. 所 以 ,x1 > 


ee rm 


J 
且 ，d>- 1 , 


对 于 任意 e 0 ， 存 在 一 个 xE 鼠 ,， 使 得 


yx _ 1 
fl jx 
1 


11，YX= (1,0,0) 可 表示 成 ej = (1,1,1),， es= (1,1, -1) 


E3 二 (1， -1，, -1) 的 线性 组 合 x= 二 ei+ 0 ez Fes 
_1 ] 
11(%) = =， fi(x)= 0, folx)= 1 


12， 人 (六 的 维 数 是 或 4- 1 ， 一 个 基 是 (a;，- a, 0) 
(as, 0 ， -1). 
13.Z 存 在 一 个 基 {e/，…，e,-1}， 使 得 {ei， 


“oe, Cr~iy 
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ee} 是 对 的 一 个 基 ， 邻 {fi， 十 (eic 的 对 偶 基 ， 性 
么 ，f ,x) = 0 当 且 仅 当 x€ 2Z， : 

14. 设 lel，…。， es} 是 六 的 一 个 基 ， 使 得 {el，***，e@。} 
古 Z 的 一 个 基 并 且 esti=xo, 令 {fi1…，f。} 是 对 偶 基 . 那么 
f= fori 即 为 所 求 ， 


15。 因为，f1(x) = 导 aysb 1 p01 fi(en) 
{el，…，er 是 X 的 一 个 基 ， 习 aiwE= 0,=1…p， 由 于 
<J#。 有 非 零 解 ， 因 此 存在 x = 忆 乓 ee 天 0 使 P(x) = = 


fp(x)= 0. 
16, 设 {e， “°° es,) 是 了 的 一 个 基 ， 使 得 {ei， ”9 eq} 


是 Z 的 一 个 基 ，{fi，…,f，} 是 对 偶 基 , 令 六 = 习 (eh)1， 


则 fCes) = fes)，(h=1，…，g) 因此 ,f=f 
17. f= 2 He ， 设 {el，…，e,]} 是 邢 的 一 个 基 任 


薛 X%E A 有 X= bse 有 


fol = | Déflen)| <maxl 2 leew 


= 加 ee) lxl. 


于 是 If1< 也 1 lf (en)! 取 xo = pt 
&1 sgnf(e, ) Wx = 1, 4 ?fl(e;)= lf (ey;)|, 因 此， f(xo) 
= |f Ce) Dxol. Ifl> bp If Ce,)|. 
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18. 利用 es = (0 ) .对 于 JE (co)*， 有 ， 
f(x%) = Déia, Q = f(e,). 
ic 对 /cs K<nBa* 0 
L， Kn 或 ,= 0 
Nx. fx = Dé = DolxlD led 


令 xX， 二 (二 和 7)， Eh 二 


令 n>oo, 有 忆 ai <1f， 因 此 ，(as) ET 设 T， (Co 
ft—> (f (er), we, fle,), »**) 

那么 ， 人 是 线性 的 ， 对 于 任意 5= (8,)E1， 通 过 g(x) = 也 

Ep。 x= (8,) Ecop, = g(eh) 得 到 cu 上 一 有 界线 性 泛 函 9. 事 

实 上 ，lg(CO)| < 习 车.8 <sup 车 iL 己 18 = bhlxl 故 


是 满 射 . 由 以 上 可 证 得 ， a 一 > fl(e,)l 一 I 9 于 是 TT 是 


保 范 的 , 必 是 一 对 一 的 ,因此 (co)* 与 1 同 构 , 即 在 同 构 意义 下 
(co)*= 71, 


19. 车 /，g&€ M*， 则 af + pcEM“ ， 即 M 是 问 量 于 罕 
间 . 若 FE M”， 则 存在 f,€ M ,使 得 {>f, 对 于 每 个 xE 1 
有 ，j (x) = 0，|f COx) 一 了 (x)| 过 1f ,fl xl ->0， 因 此 ， 
fE M:， 故 M' 是 闭 的 . X*={0}). {0}*=XX* 

20. 设 {el1，…，ew} 是 作 的 一 个 大， 并 且 {e1，*…，、e，， 
es} 是 计 的 一 个 基 , 4f1,…,f,} 是 对 偶 基 ， ,=Spantj 
ff}. 


对 于 每 个 xE MM， X= 马 64e4， 那 么 ， 
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fix)= YE Ji(e)=0 f=m+t+1 nV ICM.. 
-1 
个 JEM’, WAE YX*, 


f=afit"* + asf. 
0=f(e)= Dasfi(es) =a, (K =1，2，…m) 因 此 ， 
六 = 
fEY1， 故 MCY1, 


十 题 3.1 


1. lx+ yt Ix- y= <x+y, XxX+ y+ LX — yxX— YY 
= xy x> + Cx, y> + Ly, X> 
+ CYy, Y> + Cxs X> ~ LX, Y> 
一 人 yy X> + <y, ?7 
=2( |x] ?+ yl?) 
2. 因为 lz = 和 四， 所 以 xy x> = <y,y>， 又 由 X 是 实 
的 ， 于 是 Cxy, y> = 《<y, X>， 
CX+ YX~Yy>= LX, x+ LY XH> ~ LX y> 一 《yy> = 0， 
下 = 郧 ?时 ， 这 表示 ， 车 平行 四 边 形 的 边 相 等 ， 则 对 角 线 互相 
垂直 ， 当 天 是 复 内 积 空 间 时 ， 有 Recx+%xX-y2>=0， 
3， 用 直接 计算 可 证 明 此 恒等式 . 下 面 用 公式 (9) 证 明 ， 


lz -对 + 中 ee- 人 -Ge 
二 | (2 一 2X)+( 2 一 个) | 


= 到 攻 - 钊 
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+ 了 |2z- (X+ y)i2 
1 
= 7 |x- yl 


i 
+2|z~ 3 (x+ ys, 


4， 直接 计算 可 得 (10) 及 (11). 

5. 由 <x; 弛 = <x, >， 得 《x 一 四 =0， 取 xX=4-v 就 证 
每 4 =v， 

6. 易 综 证 满足 内 积 公 理 (1P1) 至 (1P4). 

7. 不 能 成 内 积 空间 ， 

8， 用 . 

9. 不 能 任意 选择 r,;， 因为 

10. 在 RR 和 RR 中 因为 内 积 是 点 积 x: y = xl 上 yl cos9., 
Pr lx y| < lx| byl. 

11. XX 的 完备 性 的 证 明 根 据 定理 3,1-9. 了 是 革 的 子 空 
间 . 次 数 为 2 的 所 有 xE 半 不 是 的 子 空间 ， 

12、 财 ， 

13。 lx， 一 2 ?= CX, 一 X，X 一 %> 

= |x 中 2 -<xXX> 一 <Xy Xu> 于 | xl: 
—2|x|:— 2<x, x>=0 
14， 利用 定理 1.4-9 及 


4x| : -| Mb dt (6 ~ 6) |x| 2 
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15. 由 于 《7Tx,x>=0，<7y,y>=0， 因 此 

0=《7(X+Yy)，(X+Yy)>=《7TX，yY>TKL YX> 
在 上 述 等 式 中 以 iy 人 代替 y 并 乘 以 i 得 ， 

0=1i{<Tx, iy> + GTYy, Xx>1= XIX, y>— < yxX> 
两 个 等 式 相 加 ，<Tx,y>=0, 取 y=T 了 Tx， 得 到 上 /xi*. 且 对 
于 所 有 xEX，7x=0. 在 实 内 积 空间 中 其 结论 不 成立， 例 
如 ， 在 R: 中 ， 放 转角 是 90 的 变换 ， 有 “1 x, x> =0. 
但 工 夭 0。 


习 题 5,2 
1 芹 Xi | X 1 7, 1 )=],， 2, ***, 171， 则 由 坦 接 计 
算 可 得 ，| 守 x = 习 x: 


车 jx+ y| ?= lx 人 + 要。 则 ， 
0= <x+y, X+ y> — jxl?:— lly)? 
= <Xy y+ 《VY, X> 


= Cx, y> +LX, y> 
= 2Re Cx, y> 


2. (a) 敌 儿 = CQX， 出 |， 0 = <X, y> = a Jz?. 得 
ac=0 或 x*=4， 这 与 题 设 予 盾 . : 
(b) 设立 cixXi=0， 则 ， 


0=《0, %.>= 3 CiXi，Xh>= a xsl? 
于 是 ， Zi = 0,， k=1, A 
jl 


中 第 
Os A 
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Cx 土 ay，2% 土 ay>》 = lx|: 土 a <x, y> 士 CCyyx》 
+ lal ?jyl? 

中 看 到 ， 直 交 蕴 涵 上 x+ayl = |x -ayl. 
Ix+ay| = |x -ay| 痢 涵 

Qa Cx, y> + ACy, x> = 0， 
当空 间 为 实 的 时 ， 取 a =1; 当空 间 为 复 的 时 ， 取 a =1 及 
= -1， 从 而 得 到 <x, y> = 0， 

4， 如 果 |x+ayl 之 |x| ， 且 y 关 0， 取 a = ~ 


于 是 ， 
Ox tay,x tay>— lxl? 
= Co y> + a<y, x> + [ol ?|yl: 
= — [<x, y>| ?yl <0 
因此 ，x 上 上 y. 反之 是 显然 的 . : 
5. 由 假设 及 § 3,1 中 的 平行 四 边 形 等 式 (9) 得 ， 
[x — Xn) ?= 2 xr) ?+ 2 x — lx + xnls 
<2 luo) s+ 2jz -4ds->0， 
即 (x,) 是 瓦 中 的 Caucay 序 列 ， 
6.，M 是 闭 的 ,因为 对 于 w= (wj)EM， 存 在 M 中 的 序 


列 (yw)， 使 得 y= (NY J “yg I ) wD "= ] 


推出 习 un =1， 于 是 wEM. 因此 根据 定理 1.4-8M 是 完备 


的 . 
1 是 凸 的 ,事实 上 ，yEHM，z= (6j， "6s)E€M 与 
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& € [0，1j 纺 洒 &y+ (1 -a)z€ M. 因为 ， | 
2 [cm + (] -61]= 0D + (1] -Oo 6 = 1 


y = ( 坟 ，…， 二 在 M 中 有 最 小 东 6 数 ， 


7。 对 了 于 x(1)， 全 X(t) = 5[x() -x( -tf)], 


Xx2 (1) = [X(t) +Xx(~1)]，xi(t1) 是 奇 阔 数 ， xz(t) 是 偶 函 


数 ， 且 X(t) = x1(1) + x2(t). 
8， (4) 间 定 四 的 ， 并 由 定理 1.4-8 知 人 M 是 完备 的 ， 
(5b) 人 在 3$3.1 的 习题 3 中 ， 取 z=X，X= yo y= ys 
但， 

yn ~ ys?=2)x ~- yn)?2+2)x— yl 


-4|> -于 (yy i 


<2(o02+0}) -460. 

9. (ao) M+:={z|z=a(és-£), aER}, 

(b) M+ = {0}. 

10. Y+={xE€R|é2,.1=0. n€EN). 
Y*={x€R|é;=0, j=1, 2,， ,1}, 

1li. (a) YE 有 一 人 YX 1 BIOA=>xE A!:—> Bt:cA! 
(b) YE 4 一 >>X | 441 一 >X6E 4 一 > ACA++., 

因此 ，4 过 (4 六 ， 且 4 信 CC) 
12. 易 验 证 4 是 癌 量 空间 ，A4 是 闭 的 ， 因 为 对 所 有 
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vuE Mk 肥 


x€ Mi, Xn, 
由 5 引 理 3.1-10 内 积 的 连续 性 有 ， 
Xn, U2>—*<X, UV> 一 0. 
13. 假设 YY =Y++ = (Y+):*. 利用 习题 8 得 了 是 闭 的 . 反 
之 ， 由 引 理 3.2-6 可 得 证 . 
14,，MCM+:， 由 习题 12 知 M++ 是 闭 子 空间 .其 次 , 任何 
团子 空间 YM， 则 根据 习题 11(a》 有,，Y*CM:， 
8 二 Mi+， 由 习题 13， 了 = YY++， 


刁 题 3.3 


用 Gram-Schmidt 过 程 计算 可 得 ， 
例如 ， 设 es = (0s，;-1)，X= (8,)， 861 去 0. 


i, 
2， 
则 | ， 3 Cx, er>| := 66 :< 长 中 二 = xl 2 


3, 由 $1.2 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 及 本 节 的 
有 essel 不 等 式 (8) 


[| 


D>) |KX，ekh>Kyy ERA7>| 


k=-i 


on i/2 0 3 
<[3 we 0] [2 00 < 


4. 5 G3) + (8) Ge-1). 


ps (Ca (人 ( 动 (3-58). 
6， 利 用 直 交 性 ， 有 
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[Si?= jaie to +aerd= jadl ?+ + ladd: 
根据 引 理 3.1-10 内 积 的 连续 性 . 

S.—x 蕴 涵 上 := <S,.，S.>—<x,x> = |X 2 
7， 例 如，Y= (1l, 1, 1)€ER’, el=(1, 0,0)， 


ei= (0, 1, 0) {e!, ez}CR'. 显然 忆 《Xy EDEA 天 轴 。 
8.， (5 ,是 柯 西 序列 ， 因 为 ， 不妨 令 n 二 m 


IS, -SI<T lg Ix,|->0 (mr->co) 
fa 十] Li 


9， 因为 lx, 上 收敛 蕴涵 (S$S,) 是 囊 中 的 柯 西 序列 (根据 
习题 8 ) ， 又 由 五 是 完备 的 ， 
10。 由 假设 ， 


S.= 5 Qj6,—>X, 9S, = 了 pie.—y. 
根据 引 理 3.1-10 内 积 的 连续 性 . 
CD ,) S,>= “万 一 > 习 a jp ;= <%, bp 


11. 由 定理 3.3-10 知 级 数 了 <x， eye 收敛 于 y， 上 且 


《9 AD = <X, C17, 即 <x -yei> =0. 因 此 ， 《X 一 人 放 ) | e,. 
(R=]，2…) ， 


12. 若 x 可 以 表示 成 x= 习 <%， ex>ei， 由 定理 3.3-10 
知 级 数 收 敛 , 部 分 和 序列 〈x.)、 有 xxX. 根据 定理 
1.4-7(a)。 知 xEY. | 

反之 ,， 设 XEY， x= 号 Cx， eaxes， 则 x EY， 于 是 
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v=X- XE Y. 因此 ， 


《Uy Em> = 《xz - -这 2 XEhICNS en > 


= 《xX, En> — Xs En>=0 
即 ，v Les。 m=1, 2…， 从 而 ， "工人 
v1Lv( 因 为 VEY).v=0. 所 以 x= x 
13 .由 习题 12 知 , *。E 于 的 充 要 条 件 是 (e) 成 六 ,oy EE 
的 充 要 条 件 是 (b) 成 立 . (o) 痢 涵 e, € 六 (0) 比 涵 ey EY 


习 题 5.4 
1 .不 一 定 . 
2. 根 据 定理 3.4-5 可 证 得 : 一 个 有 限 完 全 直 交 集 忆 = {es 
Cs}CC 果 是 电 作 为 癌 量 空间 的 一 个 基 . 反 之 ， 如 果 向 量 空 
间 刀 是 x 维 的 目 妃 是 含 * 个 元 素 的 基 ， 那么 对 已 进行 Gram - 
Schmidt 过 程 就 可 得 到 n 个 元 素 的 完全 直 交 集 ， 
3. 设 万 是 完备 的 .由 (3) 式 
lx +tByl= S| <x+hy, eS = Sx+hy, es> 
<x+ By，e，> 弱 开 并 利用 (3) 得 ， 
Bix, yr +hey, X= BHxs ey ye + 有 


《zy es> 《yi ek> 取 月 =1 及 6 = ;分 别 得 到 


(1) cxyy>+KyX>= KMXge > 《en + Bx, en> 
Ys es 
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-Kx y> + iCys %> = -IBICx, en> Cy er> +1Y) 


Xeh> CY .E> 

最 后 的 等 式 乘 以 + :后 与 (1) 式 相 加 就 得 所 求 结 果 .如 果 昌 是 
实 的 ，《y, Xx> = 《Xx, y>, 内 积 是 实数 ,从 (7 ) 直接 可 得 所 求 结 
果 ， 

4。 习题 3 中 的 关系 式 绚 涵 (3) 及 收 钙 性， 根据 定理 3,4 
-6 此 结论 得 证 ， 

5 .假设 9 FM .因为 好 是 可 数 的 ,我们 可 将 它 排 成 一 序列 
(x,) .从 (x,) 中 能 够 得 到 一 线性 无 关子 序列 (yx) = (X15) 
有 具体 作法 是 从 xi 开始 ， 依 次 略 去 是 它 前 面 项 的 线性 组 合 的 每 
一 项 . 注 章 (ye) 可 能 是 有 限 的 . 令 斑 =>pan(ys) .因为 任何 
XE M 是 y1, 司 ， ys《(KK 充 分 大 ) 的 线性 组 合 ,于 是 MCV,V 在 介 
中 稳 密 .利用 
Gram-Schmidt 过 程 我 们 从 (yx) 中 得 到 一 标准 直 交 序列 
(e,)， 使 得 对 于 每 个 m€ 和， 

Span{fel **, en} =Span{ yr" Yn). 

因此 ，Span(le,) = Span(ys) 一 上 在 人 中 稠密 ， 根据 定义 (eh) 
是 完全 的 ， 


6. 玉 在 亲子 空间 Y = Span 中 是 完全 的 取 玉 = PUFo 
其 中 Fo 是 Y? 中 的 完全 直 交 序列 其 存在 性 是 根据 习题 5， 这 里 
y+: 站 {从 .YY+ = {9} 的 情况 是 显然 的 ， 

7 .对 于 所 有 x EM Cv — WwW X> = 0 给 袜 2 - wlM | 
此 ,根据 定理 3.41-5(a) 有 ，5v=w. : 

8 .利用 定 中 3.4-5 芯 助 得 证 ， 
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宁 题 5.5 


1 .Rs 上 的 任 一 线性 泛 函 是 有 界 的 ， 其 内 积 就 是 点 积 . 

2. 从 /2 上 内 积 的 定义 和 定理 3.5-1 立 即 得 证 . 

3. 因 为 

(f(x) |= (<x,2> [< lzl lx 
所 以 ， 人 用 < zl . 当 z = 9 时 ,上 | = 人 . 当 z 冯 9 时 ， 则 | 4 
> |f (2)| = <z,2>= lal:. -fll. 

4 .我 们 记 2z(>f;,. 令 (2,) 是 革 中 的 Cauchy 序 列 . 则 1fz ,1 
= jz,| .证 明了 (fz,) 是 XX* 中 的 Cauchy 序 列 且 收 人 鳅 《参看 
定理 2.8-13)， 即 ，fz. 一 f， 满 对 组 涵 存 在 z2， 使 得 2 ->f 
且 ， 

lz 一直 = zz ~fl->0,2,->2. 
因 蕊 , 广 是 完备 的 . 
5.《12)* 到 B2 上 的 同 构 映射 是 1->zj .这 里 zj (参看 定理 3.5 
-1) . 征 由 
f(xX) =《X， zf> 
定义 的 ,对 于 实 空间 ， 上 映射 是 线性 的 ， 
6. 由 (2)， 
lf .f= 1 1 =|z -ol. 且 


f artes 《X) = 《X02 + bv> = 0 CN.Z> + Bx.v> 
~=af,.(x)+ Bf,(x) 


7. 易 验证 内 积 <f ,,f,》 = <v,z> 满足 公理 (IP1) 至 
(TP4), 又 由 定理 2.8-13 知 瑟 * 是 完备 的 . 


8 .习题 6 中 的 7 是 双 射 有 是 共 罗 线 性 的 ,因此 两 个 这 样 等 
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距 映 册 的 复合 是 刁 到 及 ** 上 的 一 个 同 构 . 

9. 有 界 往 从 Schwarz 不 等 式 得 证 , 且 当 关 云 {中 时 ， lhl 
= 1. 

11 JRCX + AX y+ AY) ~ h(x, yy) 

= |hCx, yy) + h(x Ay)+h(AX, y) + h(AX, Ay) 

-h(x, y)| 

< Cx A + CA ol + CAX, Ay) 

< fal jx TA YE +hal AX yl + Hl FAIl Ay| -0 
〈 当 Ax->0, 人 y~>0 时 ). 

12. 若 玉 = R,， 最 后 一 个 条 件 是 h(x, y) = h(y, Xx) 此 时 称 
有 为 对 称 双 线性 泛 函 ， 成 为 XX 上 的 内 积 必 附加 正定 的 条 件 ， 
对 所 有 xE 关 ，h(x; x) 守 0; 且 X 关 0，h(x, xz) 之 0。 

13. 若 h(y, yy) 去 0; 则 hCy.2) 之 0; 由 : 

Oh(X -ay, YX 一 CQY) 


《a) 
= h(x, XxX) — ahlx, yy) 一 copy xX) + lo) 37 yy) 
‘h(x,y) , 
选 & = 1 yy) 得， 
a(x 1)| 2 
h(x, Xx) RCv y) >> 0 


苇 hi(x.x) 关 0, 证 明 类 似 , 如 果 h(x.x) = h(y,，y) = 0., 刚 (@) 成 
为 ， 


一 a h(x, Y) —ah (ys Xx) 宇 0， 


迹 & = h(x,Y》), 得 
-0 h(x, Y) | 六 0 


因此 ，mxX,y)=0， 
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14. 只 证 满足 三 角 不 等 式 ， 
(PIX+ Yj:= h(xX+ yxX+ yy) 
h(x,X)+2 IA(x, yy) 十 hly, Yy) 


h(xy XI 二 2 hxs x) wy 
+h(y, y) 


| =[ Vv h(x,x) + h(y,y) ]3 
所 以 ，p(x+ yp(x) + p(y). 
习 题 5.6 
2. 册 假设 7 有 界 ， 根 据 定理 3.6-2 知 (了 -50)* 存在 且 有 
办 .因此 ， 对 所 有 XxX, yy. 
<x, y>= <T-ITx, y>= <Tx, (Ti)*y> 
= Cx T*(T-1)*y> 
<x,y>= <TT ix, y> = <T ix, T*y> 
= <xX(T- I)*T*y> z 
于 是 .T*(T-1)* = (T-D)*T* = CT-D)*= (T*)~L 
3.17*, -7T* = TT, -7T)*|= 7-7TI >0.m>% 时 ) 
4 ,我 们 考虑 任 合 z€ M5 与 任意 xE M1, 有 z 上 Ms 和 TxE€ 
7 OICAM 因此， 《zy 7xX>=0 <T*2z, x>=0,.1*2| x 
TM CM 
5. 设 TOMD CM, 根 据 习题 4, 则 T*(M3)CMI, 反 过 来 . 
设 T*(M3)CMi. 再 利用 习题 4, 有 7T**(M1t!+)CMi, 由 定理 
3.6-4，7T**= 了 .根据 引 理 3.2-6,M+* = Mi.M;* = M:. 
5.(a' 根 据 习题 4;, TOMD) C40} 蕴涵 MIT*CA0}+) =T* 
‘fi;). - 
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() 设 7 = THD).,. 则 THDCJI,T*(Jt)CHt ={0 ,由 
习题 4) .T*(J7)=1{0}.J'CNCT*). 
(c) 由 (a),7T* (万 ) CAMT 因此 ,[TY( 万 ) ] ML 
根据 (6) ,用 1 代替 7 有，[7*( 忆 CNGIT) = 
7. 利 用 定理 3.6-3(b) 直接 得 证 ， 
8 .由 Schwarz 不 等 式 ， 
jxl 2 Jx) ?+ IT x ?= <x, x> + <T*T .x, x> 
=<Sx.x>< |Sxl |x| ， 
因此 ,Sx = 9 组 泗 |x1=0. 根 据 定理 2.6-10,S71:5( 刁 ) 一 刁 在 
在 ， 
9, 设 {b1; ,bs} 是 关于 T( 右 ) = 有 R(T) 的 一 组 直 交 基 , 设 


xEH,Tx= 3 c, (05， 则 . 
《7 x,0,>=0,(x) = <xs T*b,>H, 
Tx = 5 <x ,0;>W ; ,这 里 WW ;=b; .v0; = 二 了 7T*bp 
10.R(T) = Spantor em ys N (T) = {0). [Tl =1= 
4 
刁 题 3.7 


1、(aT+ pS)*=aT*+ BS*=aT+ BS (利用 定理 
3.6-4k 有 a， pb 是 实数 ) 
2、 利 用 定理 3.6-4 及 TT 十 自 伴 的 得. 
(T')*=(T*)"=T", 
3.， 由 定理 3. 6-4 得 . 
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了 六 = 二 (f+ T*)* = 5-(T* + 7 **) 


F(T + T*)=7T7,) 


*— TT 
1 i/ 了 本) 


1 


_ lm vs、 1 四 
a7) (TT7*)=7, 


下 面 证 唯一 性 ， 假 定 Ti+i = Si1+iS,， 则 ， 
人 TS 
由 了 7 >， D1 $2: 是 目 伴 的 ， 所 以 ， 
Ti~-iT,.=S, -iS, 
与 原 假定 式 相 加 得 TI = S1， 相 减 得 7T; = S。， 
4, TT*X= (SB1+ é2, i€2 ~ iE1) 


hw 
Tx = (£1 + -E 1) 


1 十 一 ? 
Tx = (和 6 — £2) 


5。 (4) 对 某 个 XE 及 ，Tx 关 0， 因 此 ， 
0<|Tx| ?= <Tx, Tx> = <T?x, x>. 
即 ，1 “了 0， 同 理 可 证 n= 4,8,16…, 轩 T"' 关 0. 
(b)1"=0 纺 涵 对 于 每 个 p 汪 ，T?= TP-"(T*)=0 这 与 
p=2*>>n，7T? 关 0 巴 盾 . 
6. 从 UU =U-'U = 1 中 得 证 . 
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7.， 8$83。 1 中 的 公式 (10) 及 (11) 蕴 涵 7T 保 持 内 积 不 变 ， 因 
此 对 所 有 XxX, yy. 
/ 0= Cx,y> <Tx, Ty>= CX,x> — Cx, TT*i yy> 
= Cx, (LT -TT*T)Yy> 
因而 对 所 有 y。( 了 -Te*7)y=0， 即 T*# 人 = 了 
8， 由 定理 2,6-9，R(T) = 了 CH 是 一 子 空 间 ， 对 于 yE€ 


YY， 存 在 一 序列 (y,)CY，,， 使 3,->y， 设 y= Tx,， 则 (x.》 
是 Cauchy 序 列 ( 因 为 等 距 ) ， 由 万 是 完备 的 .存在 xEH， 
使 xX,->x， 所 以 Tx-y|= |1(Tx-Tx,)+ (Tx, 一 人 多) 

<ITI |x-x:| + 1y, -yl—0 
旭 y= 了 xE€Y. 根据 定理 1.4-7(D)， 7 征 闭 的 如 果 Y = 
及 ， 则 7 了 古 西 算 了 地. 

9， 根 据 定理 2. 6-9， RR(T) 是 向 量 空间 日 ， dimR(T)<< 
dim 久 .由 于 7 的 等 距 性 ,7T 将 的 直 交 基 映 成 R(T) 中 一 直 
交集 ， 因 此 dimR(T) 宇 dimX 合 起 来 ，dimR(T)= dimX. 
且 R(T)= XX，。 即 1 是 西 算 子 ， 

10, S*= (UTU*)*=U**T*U*= UTU*=S 

11, 这 从 


TT*= (T+17;,) (TT! 一 2 了 2) 
=T7T?+T?+i(T,T -TT,) 

= (71 -112) (Ti+il;) 
=7?2+73-1i(T271—711;) 

或 从 等 式 

AiT1Ts = TT? —T*?+ (TT*T -TT*) 

417 oT1=1*—-/**— TI 1 *) 


立即 得 证 . 
12， ITT*—T*TI < ITT* ~- TT + TT 
Te 
高 边 第 二 项 等 于 零 ， 根据 8》3.6 中 习题 3， 了 ,一 7 组 靖 人。 一 
T*， 所 以 ， 布 边 的 另外 两 项 当 r>ce 时 趋 于 堆 ， 

13，S + 了 的 正规 性 从 假 区 和 下 元 
(S+T)S+tT)*= SS*+ ST*+TS*+ TT* 
(S+T)*(S+T)= S*S + T*S +S*T +T*7 

可 证 得 . 

ST 的 正规 性 从 

(STY(ST)*= STT*S*= ST*TO* = TT*SOSTT 
= T*S*ST = (ST)*ST 
可 以 看 出 . 
14， 根 据 定 理 3. 6-3(0). 
<T*x, T*x> 一 《TY 人 YX><>《 了 ”7 Xx, xX> 


= <TT*x, x> < LT*T — TT*) x, x> 
=0<>T*T =TT*. 
由 | 7*x| = | 了 x1 ，17*7x| = IT?x| ,根据 § 3.6 中 的 


《6e), : 
[T= sup HT? = sup IT*T%) = HT*T) = (TY. 


习 题 4.1 
1, 易 验证 “ 己 ” 满 足 定义 4,1-1 中 的 (PO1) 至 (P03) 
2， 因 为 了 中 存在 不 可 比 元 素 ， 所 以 X 不 是 全 序 集 ， 久 中 
也 没有 极 大 元 ， 
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3， 青 接 验证 “过 ”满足 (PO1) 至 (PO3)， 且 存在 不 可 
比 元 率 .， 

4. (a) 极 大 元 是 3 和 8; (5)M 中 的 每 个 元 均 是 极 大 元 ， 

5， 设 半 序 集 4 所 含 元 素 的 个 数 为 %， 当 n= 1 时 ， 4 有 一 
个 极 大 元 ,假设 n = KK 时 4A 至少 有 一 个 极 大 元 . 当 n=K+1 
时 ， 令 A4= 4; U{a}， 这 里 a 是 4 中 住 一 元 素 . A,= 4 - {al} 
是 含 天 个 元 素 的 半 序 集 ， 由 假设 4 至 少 有 一 极 大 元 cuw， 则 a 
与 a 之 间 可 能 有 以 下 三 种 情况 ; 或 0 与 4a; 不 可 比 ， 或 a 所 0%， 
或 ci 委 0. 车 c 与 ck 不 可 比 ， 那 么 cx 仍 羡 一 极 大 匹 ， 各 aa 委 Gx， 
04 也 是 极 大 元 . 若 a4 亿 0g，a 就 是 一 极 大 元 总 而 言 之 ， 当 n 
=R+I 时 ，.4 至 少 有 一 个 极 大 元 ， 

6， 设 存在 ac 与 c， 使 得 对 于 所 有 xE MM， 有 a 所 X 且 Cc 所 XX， 
于 是 ，c 近 cc 月 c 乏 ca， 根 志 (PO2).，c= a.。 第 二 部 分 证 明 与 此 

7。 .4 的 上 界 是 ，12、24、.35，…， 

A 的 下 乔 定 : 1 ， 2. 
8. oe A 1 .D， 于 十 ， 1 Ex Kx 
由 (PO2) 得 Xi = 

z (b). yb. B}= ANMB,l.a.b0{A4A, B}=AUB. 
10，M = {2,3, 4, 8} 的 极 小 元 古 2 、3 . 


刁 题 4.2 
4 P(8)= P(O0x) = 0P(x)=0, 
0= PO)= PC(-x+x)<P( -x)+ P(X) 


! 了 于是， 一 了 (x) 志 P( -XxX) 
5，、 对 寺 X;，y€ M，0 委 Za 委 1， 则 


Plaxt+ (1 ~a)y<P(ax)+ P((1 一 Ca)y) 
=aP(x)+ (1 -QP(Yy) 
XArt+ (1 ~-a)r 
= 
即 、Qx+ (1 -GQ)y€ MM， 从 而 证 得 尾 是 山 集 ， 
6， 对 于 每 个 XE XX，XxE€EX， 由 
P(xX) oe 
P(X0) — P(X) EP(NX, 一 


1 
中 


所 当 X->Xxo 时 ， 有 (x -Xo) 一 0 0 
lim IP(x) ~- P(xo)| = 0. 
因此 ，P 在 每 个 Xo€ 针 古 连续 的 ， 
7， 对 于 任意 Xx; YE€ 六，a 之 0， 有 
PP; (x+ y)<P,; (x) + P;(y). P: (ox) = aP, (x) 
=1.2. 所 以 ， 


Plx+Yy)= CP(x+ Yy) + CoDP(X+Yy) 


CEP (x) + Pi(y)) + C2 CP; (x) 
+ Pe(y) |] 


= [CP(x) + CPi(x)) + ECPI(y) 
+ C2 Py)] 
= P(x)+ Ply) 
Plax) = CP(ax) + CP (ax) 
: = CaP (xX) + CaP, (x) 
= aLCP(x) + CP (x))] 
= CP(X). 


8 ， 对 于 满足 |x | 和 r 的 每 个 x 关 4 存 在 一 个 %EN 入 ,使 得 
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jnx| = nlal >>r， 因 此 ，P(nx) 之 0。 由 (1) 有 . Plnx) 专 
nP(x). 于 是 ，P(X) 宇 0. 
对 于 x= 6, PP(0) 达 PC(0)+P(0)， 从 而 ，P(0) 之 0， 
9 .对 于 X=Qxo, y= Bxo， 有 z 
f(x+y)= f(a +H)x0l= (0 +p) P(X%o) 
= CP(x0) + PP(Xo) 
= f(x) + f(y). 
f(rx)= f(raxo) = raP(xo) = rf (x) ~ 
这 里 r Ef 是 任意 的 ， 所 以 ，f 在 2 上古 线性 的 ， 下 面 证 f (x) 


: P(x). xELZ. 


大 Q 守 0; 则 ，f 了 (x)= CPP(xXo) = POX) 
在 Q<0。 由 习题 4. 
f(x) = QP(xX0) SE -aP(- X= P(Aaxo) = p(X). 
10. 对 习题 9 中 的 jf， 利用 定理 4.2-2， 得 到 一 X 上 的 线 


”性 泛 函 f 有 昌 满 足 了 (x) 过 p(x). 


由 一 f(x) =f( ~ Xx) 达 P(-x) 推 得 -也 ( -x)<f (x). 


站 题 4.3 


1. P(0) = Plox) = op(xX) = 0, 这 缠 少 
0=P(0)= P(X+(-%))EP(X) 十 力作 一 1)X) = 
2p(X) 
2, P(x)=p(x- y+ yp(x- y) + Ply)., 
于 是 . P(x) -已 (y) 委 性 (X -y) 
同 理 , PCy) ~- P(X)<Pl(y—-x)= PC(-1(x-y))=P (xX-y) 
因此 ， P(x) -了 (Cy)| P(X 一 了)， 
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3 ， 由 于 户 是 线性 的 ， 
fix) = fi (ix) —1 fu 一 X%) 
=f, (1x) +if (x) 
i f(x) -ifi (ix)] 
-if (x). 
4 . 在 Z= {x |xX= axo} 上 通过 
f (axo) = aP (xo) 
定义 一 个 线性 泛 芳 fF、 则 .f(xo). = P(X%0)， 
ifaxo)|l = PC(axo)， 利 用 定理 4.3-1，j 有 一 从 2 到 人 的 延 损 


了 日 满足 17Co)| 之 P(x)， 
5 。 姓 ， 


6 ，f 从 R: 到 Rs 的 所 有 线性 延 拓 了 为 
fx) = 61 + QEs + Qsés X= (81, £2, £8) 
其 范 数 为 | 了 | = (cz + ai+ at) !/2 (as 为 任意 实数 ) 当 且 仅 
was=0 时 .Jf =[f. 
7， 由 Riesz 定 理 3,5-1, 对 于 xo 才 9， 则 存在 有 界线 性 泛 
函 f (x) = <%, X09/ jx 中 
8 .因为 开关 {0}， 必 存在 2 EX，%i 天 0， 由 定理 4.3- 
3 ,对 上 存在 一 有 界线 性 泛 函 f， 使 得 ; |f = 1. 了 (x) 


约 是 ， 因 此， 关 * 才 0). 
9 ， 设 Y 是 的 可 数 筒 密 子 集 ， 若 (X -2) 则 Y= 多. 则 
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yYCZ，2Z 是 站 的 稠密 集 ， 由 定理 2.7-12， 得 f 到 Z 三 和 上 有 
界线 性 延 拓 f ,上 fx = | :， 若 ( 久 -2Z)NY#$, 存 在 y1€ 
(X -2)NMY,. 全, 
Zi=Ipan(ZU{y)).,. giz toy) = f(z2) +ac,2€ 2Z 这 里 c . 
是 定理 4. 2-2 证 明 中 (c) 部 分 所 确定 的 常数 c， 于 是 9 是 /到 2 
上 有 购 一 个 线性 延 拓 ， 且 满 足 ， gi1(%) P(X) 一 | 用 了 ixl ,由 此 ， 
-gx)=g(- x EP -x)= P(x)= xl 所 以 .lg 
(x)| 委 | 有 .xl ， 收 9 是 j 到 2 上 的 一 个 有 界线 性 延 拓 . 依 此 
”类推 ， 至 多 经 可 数 多 步 , 可 有 界线 性 地 延 拓 到 久 的 一 个 稠密 
子 集 上 .由 定理 2,7-12 得 到达 上 的 有 界线 性 延 托 广 . 且 | 月。 
= | 月: 
10， 车 xi 尖 g， 则 由 定理 4 3- 3 ， 存 在 一 个 f € X* ， 使 
[fi =1。， 了 (xo) = xof 六 0, 这 与 题 设 , 任意 FE 第 *，(xo) = 
0 记性 干 是 Xo= 0. 

11， 将 x - y 视 为 习题 10 中 的 xz。 立即 得 证 . 

12， 设 xo = (5%)，E%1)， Ci = 6%°/ |z ? 于 是 ， f (x) 


= A161 + N52, ff ~ Vatas =1, f (x0) = |xol ， 
13， 由 定理 4.3- 3 ， 存 在 fy 1P =1 (xo) = fxof. 


目 个 (xX,) = [ET (XxX0)=1 


-eT 
14， 由 定理 4.3- 3 ,存在 一 个 EX* 使 得 1 了 i=1，f 
《xo) = lxol, 令 Ho= {x If Cx) =7). 则 态 o 龙 一 超 平面 ,1x1 
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了 (xz) 去 r] 是 一 半空 间 ， 对 于 任意 xEB(0，r)。lxil <r。 因 
此 . 


f OO 去 Fo <r. 


即 刀 (PCfx7 Cr HxE Ho. 
15， 由 定理 4,3- 3 ， 若 | 吉之 c。 则 存在 广 E X* 使 1 


=1, 下 (xo) = |xol 之 c. 与 对 所 有 范 数 为 1 的 FE X*。 |f (x0) | 
<c 逆 盾 ， 从 而 |xo 过 c. 


习 题 4.4 
1. f(ax +Q2xs) = g(T (a x + CoyXoy)) 
= g(a x + QT Yes ) 
=aQg(T xX) 二 CO(7 x:) 
= Qf (xX1) + Qf (Xx) 
2 ，O “是 Y*# 上 的 零 算 子 ， 产 是 Y* = X* 上 的 重 等 算 子 。 
3. ((S+T7T)*g)(x)= g((S +7)x)= g(sx) + g(xX) 
= (5 9)(X) + (1 *g)(xX) 
= ((S* + 外 *)g) (xX) 对 所 有 XE 了 X， 
gEeY* 
因此 ，(S+7)*g= (S$S*+T*)g 对 每 个 gE Y* 
于 是 ，(S+7T)*=S*+T* 
4 .我 们 得 到 ， 对 于 任意 xEG 和 ， 每 个 9CE 了 ” 
((aT)*g) (x) = gC((a7)x)= g(al x) 
~=Qg(Tx)= a(T*g) (x) 
因此 ，(a7T)* = aT*，, 
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5. ((ST)*g)(x) = gCST x) = (0*9g) (1 x) 
: = (7*(S*g)) (x) 
从 而 ，(ST)*= 了 T*S*. 

6 ,由 (11), 当 n= 2 了 时，(7 了 了 2) 一 (了 2 
河 当 ?= A 时 (7 = C7*)*, 则 |， 

(CTE = (Te 
《TY ) 7 从而， 对 于 任何 自然 数 吕 (人 = (TY)* 成 涝 ， 
7 。 设 S 和 7T 的 表示 和 矩阵 分 别 为 4 和 B， 则 有 ，(4B) = 
B'A'. 

8 .由 (70D*:X*->Y* 存 在 ， 和 和 7717 = 了 Jy 

推 得 .CT7:7T) "=T*(T-D)*=/X, 

由 ，77 7 1= 1y 得 ， 

(a) (T7000*T "= y* 

因此 ，7”* :了 *->XX* 是 双 射 ，(T*)-! 存 在 ， 且 由 (a) 得 到 ， 
(T= (TT T*T*) -= (CT) 

9. gE€EM’'@>(L*g)(x) = g(17x)=0 对 所 有 xE€ XX， 

>7 "gqg=0<>9EN(T") 

10. 对 二 任意 y€ R(T 了 )， 存 在 XE 和， 使 得 y= 了 x 全 
gENGCT*). 则 ; g(y)= gCTx)=(T*g)(x)=0. 于 是 YE AN 
(T*)。， 因 为 y€E R(TD) 是 任意 的 ， 因 此，RCTD)C"N(T*) . 
Tx= yy 有 和 解 x 的 必要 条 件 是 对 于 所 有 g€ NN (7*) 有 9g9((y) 
一 QU ， 


习 题 4.5 


1, f(x)=Qlélt+aés + 二 Ta X= (Eee ) 
9 ( 门 =0dEi+Te+asco ci 是 国定 的 ， 1 = 1, 2°*7) 


2 ， 上 二 于 了 证 财 真子 空间 ，xo 可 直 交 分 解 为 Xo = yo+2zoy 
yoEY，zoE€Y1， 因 为 x,E 卫 ~ 了 所 以 ，zo 关 90, 令 f(x) = 


<x, z0>/ zo ， 于 是 ， 对 于 所 有 yE 了 ，f (yy) =0, 由 定理 3， 
2- 1 和 定理 3,2- 5 知 , 6 = jx 一 yol = lzoi .由 定理 3,5- 1 


If 一 = 工 
， 议 PE X***。 由 于 站 是 自 反 的 ， 存 在 标准 上 映射/: 

ee 巧 双 喘 ， 所以， 对 于 每 个 g€ XX**, 存在 一 个 XE X， 
使 得 g = x， 于 是 通过 hh(g) = 上 (J x) = f(x) 定 义 XY 上 一 有 界 
线性 涝 阔 f/， 且 ，J1f = PR， 这 里 11:X* 一 全 *## 是 通过 让 (9) = 
g(/) = jx) 定义 的 标准 映射 ，(/ 是 固定 的 而 x 是 任意 的 ). 
凡 此 ，v : 征 满 射 ， 故 民 * 是 自 反 的 ， 

4 。 (9) 若 趟 是 自 反 的 ， 由 习题 3 则 XX* 是 自 反 的 ， 

(0) 议 XX* 是 自 反 的 .由 (9) 则 XX 是 自 反 的 .根据 定理 
4.5- 4 ， 针 ** 是 完备 的 .由 于 六 是 完 和 鱼 的 且 与 和 的 一 子 空 
间 同 构 (参看 4.5- 2 )， 因 此 那个 子 空间 是 完备 的 .利用 定理 
1.4-8， 也 是 闭 的 ， 由 已 给 的 提示 和 定理 4.5- 2 ， 民 是 自 反 
的 ， 


5 ， 令 h= 了 16. 由 于 上 | =1， 所 以 ，| =1/6. 对 于 所 
有 yEY, 因 为 f(y) =0， 于 是 hy) = 0， 月 h (xo) = 三 (xy 
/0=6/0= 1. 

6. 合 xo EY, xoE Yi. MU= inf |y - xl >0. 则 存在 
9E X* 使 得，g lr1= 0 .9 (xi) = 1 (参看 习题 5)， 因 此 ， 
gEY,, 但 ，g$Y1 
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7 。 沙 了 关 X， 存 在 一 个 xoEG 有 X- 了 .日 ,6= inf [y ~ xol 


>0， 由 于 Y 是 闭 的 ， 由 引 理 4.5- 7 ， 存 在 fE X*，f| y =0， 
而 f (xo) = 6>>0， 这 与 假定 矛盾 . 

8 ， 共 Xo€ 4， 则 存在 序列 (x:)CSpaniM ,使 得 xX, Xo 
对 于 洲 是 fl vy = 0 的 每 个 fE 六 * 有 f(x,) =0，( 因 为 1 是 线性 
的 )， 由 于 /是 连续 的 ， Rf (xo) = limf (x.)=0. 有 反 过 来 ， 用 


反 证 法 ， 若 yo& 4， 根 据 引 理 4.5-7, 存 在 jE€ X* 使 得 有 | 4 = 
0 ，f (xn) 头 0, 这 与 题 设 矛盾 . 

9 . 车 M 不 是 完全 的 ， 则 了 =95paanMzX， 存 在 xo6E 
多 -YY， 由 引 理 4.5-7， 存 在 f EX* 使 得 让 ，=0， 因 而 在 


M 上 也 处 处 为 稚 ， 但 广 (xn) 关 0 这 与 题 设 矛盾 .从 而 M 是 完全 
的 。 若 形 是 完全 的 ， 则 X=Y， 显然 湛 足 习题 中 的 条 件 . 
10， 设 {Xo yx 是 有 中 线性 无 关 集 ， 根 据 习 题 5 (起 
引 理 4 .5- 7 的 一 个 直接 结果 ), 和 上 存在 ?个 有 胃 线 性 谤 图 六， 
…，f,， 使 得 ， 
fi(xX;:)= 1. f(xXi)=0 (RA 7 了), 
下 面 证 明 {f1，*…f.} 是 XX* 中 一 线性 无 关 集 ， 若 
> 六 ; 一 0U 
则 对 于 所 有 xEX， 有 
rfl) = 0Q. 


分 别 取 X= Xi， “Xr, 得 fr; = 0， 即 证 得 集 { 1 在 
线性 无 关 ， 
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习题 4.6 
1 .， (a) 在 R 中 全 体 有 理 数 构成 的 集合 是 属于 靖 集 ， 
(b) 在 其 自身 中 也 是 凌 集 . 


2 .〈a) 整 数 的 全 体 构 成 的 集合 在 太 中 是 属于 交集， 

(0) 因 为 整数 全 体 构 成 一 完备 度量 空间 ,根据 定理 4.6-2， 
在 其 自身 中 是 韭 窒 的 (第 二 范畴 的 ) 

3 。 因 为 刻 散 度量 空间 关中 的 每 个 子 集 均 是 开 和 的 ， 所 以 
它 没 有 穆 芯 集 ， 

4 。 上 共有 有 理 坐 标的 所 有 点 的 集合 是 上 中 一 个 将 稠密 子 
集 . 

5 .(M) :的 闭 包 等 于 XX 全 体 当 且 仅 当 对 于 每 个 x € M 均 
是 (M) :的 坠 点 ， 即 好 没有 内 点 ， 因 此 ，M 在 X 中 是 稀 朴 的 


当 且 仅 当 C4》 在 中 科 密 、 
.用 及 证 法 证 明 . 若 放 “是 次 集 ， 则 X=MUM: 是 下 
集 . 汪 避 定 天 4 2 不 盾 ， 因 此 ， 以 “是非 沽 的 .. 
7 .省 对 于 所 有 xE 久 。sup ,xl 之 + 根据 一 致 有 


界 性 定理 4 .6- 3 ， 则 (位 小 2 有 界 ， 即 存在 常数 c, 使 得 
iT ,<<e (n= 1, 2') 
从 而 ，sup IT <e. 这 与 su 全 由 = eco 政 盾 . 因 此 ， 存 在 x, E 


从， 使 得 sup 17 sx = 十 co， 


8.，X={xx= (373JEN 时 ,5 =0}.C!" 六 (xz) = 
ng, ,对 于 每 个 XE Xf (x)->0(n-=o0) 但 1 ,| = DC, | ) 
无 界 、 其 原因 是 为 非 完备 的 度量 空间 ， | 
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9 、 显 然 ，|T xi < xl, lim 17 xl = lim 


(BE =0, TSI 到 k= 0,010) 


x =1， 训 xol = ， ,xol =1， 于 是 ，|7 ,| = 
1 ， lim 人 | = 1 


10 ,因为 co 是 让 的 亲子 空间 ， 所 以 co 是 完备 的 . 在 co 上 定 
义 有 界线 性 泛 函 /为 : 
fx) = EN te +EN. f=1,.2°., 
由 $ 2.8 习 题 18， 我 们 有 ，jf = j++ 四 ,| .对 于 每 个 


XEce, limf, (x) = DE 存在 ， 因此 ， 根据 定 理 4， 6-3, 


(jb 是 有 界 的 . 即 , 忆 mi < + co 


11， 因 为 对 于 每 个 xE X，(T,x) 均 是 了 中 的 Cauchy 序 
列 ， 由 $ 1.4 习 题 3 ， 每 个 Cauchy 序 列 均 是 有 界 的 ， 利 用 定 
理 4.6- 3 证 得 (7, 由) 是 有 界 的 ， 

12， 因 为 了 是 完备 的 ， 有 7T ,x 一 yEY ,定义 ,Tx=lim7， 
x = y， 由 7 .是 线性 的 ,7 是 线性 的 .由 于 二 ,| <c (根据 习题 
11), 我 们 有 ， 

iT x < Thx) elx). 
利用 苑 数 的 连续 性 ， 得 ， 
{7T x! ce xl . 

13. 令 9.(f) = f(x,)， 则 对 于 每 个 {€ *，(g,(f) ) 是 
有 界 的 ， 根 据 定理 4.6- 3 ,，〈jg.| ) 是 有 界 的 .由 定理 4.5- 1 
知 ， lz. = |9.1， 因 此 (jx,| ) 是 有 界 的 . 

14， 因 为 (c) 强 洱 (5) (参看 习题 13)， 根据 定理 4.6- 3， 
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《0) 剖 酒 (a)， 由 于 ， 
lg(T .x))| < jo) 人 人 / 
了 于是， (a) 蕴涵 (c)， 因 此 , (a)、(5)、(c) 三 个 命题 等 价 ， 
15，x%( 轨 的 Eourier 级 数 为 . 


> + 二 (sini 十 sin31 十 sin! 二 0*) 


当 t = 0 时 ， 此 级 数 收敛 于 二 


司 是 4. 
1 .对 于 固定 的 tf,€ [as bj 在 c[c bp] 上 定义 有 界线 性 泛 
名 00 为 . 
Oro (XxX) = X(t,) z 
由 xX, 一 >X 则 6 410 (xX,) 一 071,《(X), 即 XxX,(10)->X(40) ,因此 ,(X,) 
在 [a 86] 上 是 逐 点 收敛 的 . 
2 任意 取 hEY*, 定义 1 为 
(x)= A(T x) XCX. z 
蝗 然 直线 性 的 ， 由 hE 了 * 和 7 是 有 和 界 的 ， 有 ， 
fx) = [ATx! < Al Tx < bal 7 fxl 
因此 ，/E XX*, 因为 X, ->y>Xo 强 洱 1 (xX,) 一 f(xo) 妈 ，h(Tx，,) 
一 >h(TxX)， 而 hE 了 * 坪 任意 的 ， 这 就 意味 着 7X ,一 > 了 7X. 
3 ， 关 为 任意 FE X* 是 线性 和 的， 所 以 ， 
fxs t+ ys)= f(x) tf(y)—>f(x) tf(y) 
: = f(xX+y), 
flaxis)=af (x,)—>af (x) = f(ax). 
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4 .用 反 证 靶 证 车 xo& 站， 则 由 引 理 4,5- 7 ， 存 在 一 
个 f € X*， 使 得 对 于 所 有 YE Y.f(y)=0 f(x0)=6 = int jy 


-xl 福 0， 显 然 〈Fx,)) 不 收 敏 于 矿 (xo)， 这 与 yx。 盖 > %o 蔬 
局 因此 ， xEY 


5 . 令 Y=Span(x,)， 根 据 习 题 4 .xo€7 了 由 定理 1.4- 
7 (0)， 存 在 中 的 序列 (yn)， 使 得 ，yn->Xo， 因 为 yn EY 
= >pan(x;)， 有 即 yn 是 (X;) 的 元 素 的 线性 组 合 . 

6 . 利用 习题 5 直接 得 证 . 

7 . 设 (x,) 是 能 Catchy 序 列 ， 定 义 g,E 了 ** 为 gs (了 ) 
= 二 f(x,) (参看 8 4.5) ， 因 为 (f(x,)) 是 Cauchy 数 列 ,; 所 以 
它 有 界 ， 即 ， 

fx = logs (tf)! es 

由 于 六 * 是 完备 的 ， 根 据 定理 4,5- 1 和 4.6- 3 得 x,| = lg 
<:C， 

8 ， 用 反 证 靶 ， 莉 4 无 界 ， 则 4 包含 一 无 界 序列 (x，)， 
使 得 lim jx = ce。 于 是 对 于 (x,) 的 每 个 子 序 列 (x。)， 均 有 


lim lx = coco， 由 习题 7 , (x,) 没 有 弱 Cauchy 子 序列 .这 与 


题 设 矛盾 . 

9 ， 设 (x,) 是 和 中 任意 的 胃 CLauchy 序 列 . 则 对 于 每 
EX， (f(x,)) 均 收 人 纹 、 对 于 xX,€ 天 在 在 gw。E 六 **， 让 得 
gs(f) = f(x,). 因 此, (9,(f)) 收 敛 ， 即 g,(f) 一 g(f). 由 习 
题 7 知 (x,) 有 界 且 |g.| = lx.j (参看 4.5- 1 ). 于 是 

lgtf < lectf) ~g. f+ log, cf) ae +clfl 取 e = 


(n>>N)， 则 有 
lac +o) NA 
即 f 有 积 。 由 定义 g(f) = limg,(f/) 知 g 是 线性 的 ， 因此，g € 


太 **. 由 于 关 是 自 反 的 , 则 存在 x€ 六, 使 得 对 于 每 个 1 EX*， 
十 
g(f)= f(x). 
从而，f(x,) 一 > f(x)， 即 x, 一 >x， 因 为 (x,) 是 了 中 任意 
弦 Cauchy 序 列 ， 因此 ， 失 是 能 完备 的 ， 
习 题 4.8 
1 .对 于 每 个 XE€ 针 ， 有 ， 
Tx~ TX IT, -TI |xl —> 0 (n—>o00) 
即 一 致 算 子 收敛 效 泣 强 算 子 收 伍 . 
2 ， 对 于 每 个 xE 拓 ， 有 
I(S,. +T,)x-(S+T)x! 
Sx Sxl + IT,x-Txl—>0 | 
( 当 n~>co 时 ) 因此 ，S，+T, 强 算 子 收敛 于 S+T7T., 
3 .在 定理 4,.7-4(0) 中 ,用 y.= 了 Tx, 和 y= 了 Tx 代替 Xx, 和 
x， 利 用 此 定理 直接 证 得 此 命题 . 
4. 设 (FJCX*， 且 太 ->F。 则 对 于 每 个 OrEX*+， 有 
9(f 1)->g(1)， 对 于 每 个 xE€X， 存 在 g: EX**,，f,(Xx) = 


gx(f.)—>g:(f)= f(x). 即 f, 一 > f 莹 涵 f ,一 >f. 
若是 自 反 的 ， 对 于 每 个 9€X**， 存 在 XE€ 计 ， 合 得 f 
(Xx) = g(f)， 对 于 任意 1 EX* 均 成 立 ， 因 此 ， 罚 * 收 敛 : 了 


2 


一 了 / 益 少 ， 
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gf1) ~ 9(f)= f(x) -f(x)—>0 
D ， f 1 (x)= £,, * 一 (£1.)EL, 因为 x€ 1 所 以 级 数 


>)】 性, 收敛 ， 我 们 有 f(x) =E> 0. (n>co) 即 (f,) 强 


轩 二 


算 子 收敛 于 0 . 但 易 证 上 fj = 1。， 所 以 (f;,) 不 一 致 收敛 二 
0 
6 . 设 T, 一 了 ， 且 xe = 1 ， 则 由 
IT ,x -Tx <IT, -7| lx = IT. -71l->0 
(1 一 CO ) 
可 得 对 于 每 个 e>> 0 ， 总 存在 VN， 使 得 对 于 所 有 ?全 、， 和 
所 有 汇 数 为 1 的 xE XX， 有 
IT ,x -Tx| <e. 
反 过 来 . 若 习 题 中 的 这 些 条 件 成 立 ， 则 ， 
IT,y-Ty<e a>N, lyl=1) 
对 于 任意 固定 的 x 尖 0， 设 y=x/lxl ， 有 
IT x-Tx| = |7T,y -Ty| x) <e lx 
因此 ， 对 于 所 有 ?2 > 和 ， 
[IT , — 7T| <<e. 
， 由 假设 , 对 于 每 个 xE X, (T,X) 收敛 , 因 此， 由 引 更 
1.4-2. (x ) 是 有 界 的 . 于 是 (上 ,| ) 有 界 (参看 定理 
4.6-3) . : 

8 ， 显然， 对 于 闭 球 下 存 在 一 个 半径 足 够 大 的 r， 使 得 
KCB(OO,r)， 由 于 7 ,>7， 对 二 每 个 :之 0， 存在 N, 当 n> 
NN 时 ， 有 | z 

IT ,TI <e/r 
因此 ， 对 于 所 有 xEK， 当 n>>N 时 有 ， 
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IT ,x-Txi < -TI lx <e. . 
9 .对 于 M 中 任意 序列 (/.)， 由 于 人 M 有 界 ， 所 以 (/.) 
行 界 ， 即 外 委 r， 因 为 和 是 可 分 的 ， 则 和 包含 一 个 可 数 称 
窗 十 集 洲 ， 我 们 可 将 六 排 成 一 序列 (x;)， 由 于 


| os) | Fd lz srlza 


因此 ， 对 于 固定 的 m， ( f(x。) ) 是 有 界 的 。 于 是 (f,) 有 一 


个 子 序列 4 使 其 在 xi 点 收 伊 ， 且 4 有 一 个 子 序列 4 使 其 在 
2 点 收敛 ， 依 此 下 去 ， 我 们 可 得 到 在 矿 的 每 点 均 收敛 的 子 序 
列 (ra ) 因 为 广 在 天 中 稠密 ， 并 且 庆 是 完备 的 , 根据 推论 4. 8- 
7. (jx) 弱 * 收 敛 于 三 上 一 有 界线 性 泛 函 


习 是 4.9 
1 1 0 0 0 
元 5 0 0 


2 ， 将 C, 法 用 于 序列 (1,0,1; 0;1;0…) 得 序列 (1， > 
2 1 3 1 mw 
3? pW 5? 9 ) Cl 极限 为 2 * 
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将 Ci 法 用 于 序列 (1 0, - 坟 ， - 

得 序列 (1, 工 ， 工 上， 二 ……) 其 Ci- 极 限 是 0. 
2 4” 8” 16 
3, 6&1=7, 62 = 272 一 111， £3 = 37s 一 272* 
E£, =nn, — (no—1)7,.i 当 (E,) = (1,0,0,.) 时 

(7,) = (1/,) 

4 ， 例 如， 对 于 序列 (1， ~1,3, 一 3,5, 一 5…) 有 Ci! 一 变 
换 序 列 (1,0,1,0…) 没 有 极限 ， 

5 ， 将 互 | 法 用 于 序列 (1, -3,5, -7,9, -11…) 得 序 
列 ，(1， 一 191, 一 4131， 一 1 )， 将 日 2 法 用 于 (1, -3,5, 一 7 


.即将 末 让 用 于 ( -1 1391; 一) 得 (1,0， 志 ;0 


0 see ) 


6 .众所周知 ， 


_ 1 2 
?+ = 1-Z. 1-72 
因此 ， 
1 ~ 1 .201-2  ) 
n+l 2 1—-2z2 (n+1)(l-2)° 
1 
1 -> 


， 7 。 关 于 KK 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
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当 KK= 1 时 ， 有 


GO (i) = Crit0) 十 QT9 十 wes +o,.? 
= E00+t+El + +£, = > Ci, 成 这 
yD 


假如 &= j 时 ，aY ?= 导 Cr 和- ,成 立 ， 
其 当 人 = 7+1 时 ， 
CT +1) = O00 + oD) + + oi) 
Ci-iéo+( DCIE)+em+( 也 
Ci ,te,) 
= ( | C mii, )# +( 习 Cn 了 1， 有 + 
"+ CI 
= Oldo tOCrs dt +C ieESs 
= > C。: 5， 成 江 
因此 ， 对 于 任意 正 整 数 K， 
0?) = > C， 1_ ,5, 均 成 六 
上 面 证 明 过 程 中 ， 用 到 下 面 组 合 等 式 ， 
Cant+Crtitet Crtm= 4 
这 个 等 式 用 公式 ，Coe=Cet 一 Cr 可 证 得 ， 


.一 一 一 由 一 i 二 一 -一 十 
8 ， 取 oa， ji 之 人 1)’a;= 1 


了 工 _ 工 + 
2 3 4 


| 


2 而 A'ao= _ 上 ， 所以， 习 9 


] 
ae 二、 +‘ 
7 


由 于 两 个 级 数 的 和 相同 ， 因 此 ， 


1 l 
ln2= 1 -+ 一 ~ 
2 "3 


习 题 -4.10 
.将 区 闻 n 等 分 ， 每 个 小 区 闻 [t;，tit， ] 的 长 度 为 
0 在 [tjsti+，] 上 以 宽度 为 hh 高 为 X(tfi*) (ti*=at 
(一方)h) 的 算 形 代 炎 小 曲 边 梯形 而 得 此 公式 的 ， 其 结 点 14* 


=a+t(h- )h. R= 1，2…19 系数 Cux = 


2 ， 将 [ap]nz 千 分. 每 个 小 区 间 的 长 度 为 “9， 在 每 个 


[1;，t;+:，J]J 上 用 上 、 下 底 分 别 为 x(t;) 和 x(t;,;，) 的 梯形 面 
积 代 赫 小 曲 边 梯形 面积 而 得 此 近似 公式 ， 即 用 结 点 的 x 的 线 
性 组 合 来 表示 积分 的 近似 值 ， 其 结 点 为 1 = a + jh, 

4 。 今 考 察 一 段 如 图 


设 gl(f) = | x* (tydt- | x (tt 
| | | 
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_ 一 


= 一 了 [x(t;) +x(t)]— 


| x(i)dt 
对 1 微分 二 次 得 z 


和 (大 人》 
zt - {;) m2 "< 


(ep )'< Ct- tm 


从 1; 到 t 求 二 次 积分 
后 ， 且 令 1= +; + 有 h 代 入 得 : 


来 1 ) 
| 2 


< ,天 
12 


人 kh= 忆 -9) 


说 
又 exX)= 了 (YX) -f(x)= | xcpdt- | zcodt 


一 Sei lt, 十 下 ) 


1 me 蜂 


所 DL Km*s<Ce(x)<K,m EK.,= 中 人- 


7。 用 拉 格 朗 日 补 插 公 去， 
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一 上 


Dt \ 
a (to 一 如 ) (to~t2) to-ts) ~™ 


(1f— to) (ft — 12)(t— ts) 
+ (ft ,)) (i, 一 1t2) (4) 1) 


(f—to)(f—t1)(t—t;) 


TY (toto) (ts—t) ) (to — ts) 


(tH) -tot) 


”一 一 = -一 


Cts—to) (tas—t) (ts~ts)™ 


在 [to。，ts] 上 近似 x(t). 则 直接 计算 ]， Pd 


h ~ 
8, Ir(x)| = | (1)dt- 21x(0)| 
h 
- | x(t) ~ C0)Iat | 
一 睫 : 
| [| warlat 
一 瞩 0 
hn i 
< Po)| | dt| di 
一 月 0 
= P(x)h:, 


i 
He. 


| 


he 
9. | x(t)dt= 26Tx(0) + 1 (0) 3 he + (0) +o) | 
一 


(1) 
2h[a_ Xx(—h) +aox(0) toax(h) 
(2) 
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x” (0) ，，，X” (0) 


— / $ 
由 X( 士 由) = x(0) 土 XxX‘(0)h 十 7 hh 士 3 h 
(4) 
上 (3) 


将 (3) 代 入 (2)， 比 较 (1)、(2) 系数 .得 
Qa-1tao+a1=1 
(ny | -QQ-1t+Qa1=0 
1 1 
Ci oH 


- 1 
2 6 


|] 2 
于 起 ， Q-I 一 4 6， C0 3。 


(4) | x di 3[x( 一 月 + A4x(0) +x(h) | 
JU 一 有 


当 用 二 次 多 项 式 近 似 表 达 0 -1x (有 + Qox(0) +01x(h) 
了 时， 因为 (1) 中 不 含 x 光 (0) ， 所 以 天 的 系数 为 0. 而 前 三 个 方 


| 1 
程 与 上 述 方程 相同 ， 比 较 如 系 级 时 得 ，6a-i- Beal= 0. 因 


此 ， 方 程 组 
QQ 二 0 十 以] 二 1 


477 


与 (* ) 同 解 ， 即 此 时 . ai= ai= 于 ， m3 
有 与 (4) 一 样 的 表示 . 


10， 用 分 部 积分 直接 可 证 得 系数 有 界 ， 


屏 题 4.11 


1. 7x=E 上 YX= (61，52). 了 将 R: 中 的 开 球 映射 成 了 中 
的 开 区 间 .， 开 区 间 是 中 的 开 集 .因此 ，7 是 开 映 射 . 映射 
7T1: (51，62) > (61，0) 将 开 球 映 成 开 区 间 . 但 开 区 间 在 天 : 
中 不 十 开 集 ， 所 以 ，7 不 是 开 上 映 对 . 

2. 例如 ， 习 题 1 中 的 7 将 闭 和 集 { (61，62)[ E62=1}CR? 
屿 成 和- {0}， 而 A =- {t0} 在 人 中 不 是 财 的 ， 

3. oA= {a0, 20, 30, 4Q}. 

A+W={1+W, 2+W, 3+W, 4+W} 
At+A={12, 3, 4,，."，8}. 


< < 1 
4. 若 有 六 lx =1， 则 : 如 ,xsl =1- lc >1- 人 到 


5， 了 是 线性 的 ; 
1 四 
4 (ax + by) 一 (QSi + P11), 3 (6, + Bm:)， 由 
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1 1 1 1 
一 以 (&, 5 6&2, 了 十 p(n 2 1， er ) 


| 


=aTx +BTy. ITxl =sup 


<sup EE| = lxl. 
} 


其 17 <1， 因 此 人 是 有 界 的 .因为 了 3 = (1，272，***) 
到 y= (K-04;), hx, = Tiy, = (0,:) 
1 = |xsl = [Tyl = Kysl. 于 是 ，1T 7 二 KK. 
尺 =1，2，*…， 故 T-! 无 界 ， 这 与 定理 4.11-3 不 处 慎 . 因为 
这 里 的 和 不 是 完备 的 . 

6，(a) 车 R(T) 在 了 中 是 闭 的 ， 则 R(T) 是 完备 的 .由 宋 
理 4,.11-3，7T "7! 是 有 界 的 . z 

(b) 假定 T-! 是 有 界 的 . 对 于 yE R(T)CY， 存 在 (9:) 
R(T)， 使 得 y, 一 y， 且 有 x =T-!y:， 因 为 77! 古 连续 的 
区 是 守备 的 ， 由 定理 1.4-9 知 (x,) 收 敛 ， 即 xxE 和 因为 
不 是 连续 的 ，y,， =Tx,->Tx， 因 此 y=TxERCGTD) 由 于 yt 
卫 (T) 是 任 痊 的 ， 从 而 证 得 只 (7 征 闲 的 ， 

7， 因 为 X 和 了 Y 是 Banach 空 间 . 了 ; X -了 是 双 射 有 挤 
性 算 子 ， 由 定理 4.11-3. T-! 是 有 界 的 , 因为 1= 上 7 所 
TT 则 区 ->o。 ri>o. 信 o= 证 本 
b= 人 1 ， 于 起 有 ， 

ax 入 ITxl <6 lx|. - 
8 定义 线性 算 子 了 ，X -> 刁 为 YF-> Xx， 由 1x,| 1 一 0 总 
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水 |x .2>0, 册 I7 是 连续 的 .因此 了 是 有 办 的, 且 为 双 射 的 。 
由 定理 4.11-3，/ 7! 十 有 和 界 的 .根据 习题 7 ， 于 是 有 
a |xl 1< |x| ,<0 x 
9， 定 义 线性 算 子 工 : 和 ,一 外， 为 xX 玫 > Xx. 证 双 射 
连续 的 ， 由 定理 4.11-3，2 :是 有 界 的 ， 令 到 = 7 和， 对 
于 所 有 xE 了 对， 有 
| x | :<K xl 
“10. 由 x 一 > x 所 给 出 的 线性 算 子 : 了 7 了， 站 /一 外 ,是 连续 
的 、 双 射 的 ， 由 定理 4.11-3， :十 秋 续 的 ， 并且 一 个 集 史 
在 XI 中 征 开 的 当 且 仅 当 在 :中古 开 集 . 已 知 , /二 1， 因 
此 ， {1=1,. | 


刁 题 4.12 


1， 直接 可 验证 满足 范 数 公理 (NiD) 至 (CNV4) 。 
2， 只 验证 两 个 沱 数 满足 三 角 不 等 式 ， 令 ,zi = (Xx,, Yi)， 
j= 1、2。 则 |. 
lz21+ zl = maxt{ |xit+ x2l, |yi+ yal }. 
<maxt lx + lxzl, ly + yl } 
: <maxtlxl, yd}+maxl |xl, Iv:l)} 
由 $1.2 中 的 Cauchy 一 >chwarz 不 等 式 直 接 可 得 
Fz1+ 22) oS zfs + lz2lo 
3， 因 为 了 是 线 性 的 ， 因此 关于 线性 运算 
(Xi THAI) + (Xzs THX2) = {Xi + Xa,T (XI + x2)} 
a(x, 7 x) = {ax,T (ax)} 
是 封闭 的 ， 即 GCT) 是 关 xY 了 中 的 一 疝 量子 空间 ， 
4， 参 看 闭 图 象 定理 的 证 明 中 的 第 一 部 分 ， 
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NR 


5， 由 于 了 有 古 线性 的 ， 根 据 定 理 2.6-10，7 一 征 线性 的 . 
因为 G(T)CCX x 了 是 闭 的 ， 由 (x; YF 一 > (y, x) 定 义 的 映射 
六 X 了 一 上 x 是 等 中 的 ,从 而 G(T7)=447%, CE DO) 
CY x XX 古 闭 的 ， 即 T7771! 是 闭 线性 算 子 ， 


6 ] 肥 X 一 > 和 %. 和 1x.—Yy., 
和 xs yy 由 定理 4 12-3 知 y=Tx= yy 

7， 因 为了， 和 一 了 是 线性 有 界 的 ， 且 厂 (7T) = 郊 是 闭 的 。 
由 定理 4.12-5(a)， 7 十 闲 的 ,由 于 假设 25， 一 X 存 在 ， 根 
据 习 题 5 ，: 是 财 的 . 由 于 ，D(TM) =Y 了 是 闭 的 ， 利 用 闭 
图 象 定理 ，T-! 是 有 界 的 ， . 

8，(a) 考 虑 任意 cE 4. 存在 a,€ A, 使 得 0 一 a, 令 C，， 
E C 使 o,=TC,、 因 为 C 是 紧 的 .(C.) 有 收敛 的 子 序列 (C。) 
即 ，C，->CEC， 也 有 7TC。 一 ao， 根据 定理 4.12-3a=TC 
E.4， 故 4 是 闲 焦 . 

(b) 考 虑 任意 PE B， 存 在 0,€ 万， 使 得 bb ， 令 R= 
Tb,、 因 为 上 是 坚 侣 ，(8,) 中 有 收 全 的 子 序列 (8 )， 即 R， 
->RE K ， 也 有 6b，->5b， 由 定理 4.12-3,，Tb=kEK=T(B) 
因此 ，bE B， 王 站 证 得 3 是 闲 的 ， 

9， 任 章 闭 子 集 及 C7 是 紧 的 (参看 8$2.5 习 题 9) .由 
本 世 习题 8 天 的 原 象 在 和 中 十 闭 的 .因此 ，7 是 连续 的 ( 参 
”和 看》1.3 习 题 14) 。， 即 了 是 有 界 的 《根据 定理 2.7-10) 

10， 册 于 7 了， 六 -> 了 是 双 针 线性 算 子 ， 所 以 ，7 下 存在， 
由 7 了 是 闭 线 性 算 子 ， 利 用 习题 5 ，7 i! 亦 是 闭 线 性 算 子 。 因 
为 XX 是 紧 的 ， 根 据 习 题 9，7T-! 是 有 界 的 . 
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11、 对 于 任意 xE NV(T) ， 存 在 x。E NT)， 使 得 ，x。 
一 xX， 于 是 TX, = 0-~>0， 因 为 了 是 闭 线性 算 子 , 由 定理 4.12-3， 
得 Txy=10 因此 ，xENT)， 即 NT 是 天 的 财 子 空间 . 

12. 因为 7.€ 有 B(X 7)， 和 在 其 自身 中 是 闭 的 ， 由 引 理 
4.12-5(a)，T: 亦 是 闭 线性 算 子 ， 对 于 任意 xX, 一 Xx， 这 里 x，， 
%E 久 。 若 TIXs>y，T2xs>y2， 因 为 、 了 古 闭 线性 算 十 
由 定理 4,12-3，Tjx= yi 72xX= yz， 了 于 是 ，(TI+ 7 了:)Xr-> 
+ yz 时 ， 有 (TL+7T2)x= 人 x%X+7 了 x= y+ yy，、 四 利用 一 次 
定理 4.12-3， 因此， +7 :是 闭 的 ， 

13， 由 习题 5 知 ， 人 :是 闭 线性 算 子 . 因为 外 是 完备 的 . 
根据 引 理 4.12-5(5)， 则 ，D (T-!) = R(T) 是 闭 的 . 

14. 因为 部 分 和 : 

Xn = WT 
序列 (x;) 一 致 收敛 于 x， 即 在 C[0,1] 上 ，x;->x， 类 似 地 ， 
y= T 了 X= Xr 三 二 呈 十 和 x 也 一 臻 收 钱 有 即 在 CL0,1] 上 ， 
yw->y。， 由 例题 4.12-4 知 ， 微 分 算 子 了 是 闲 的 ， 根 据 定理 
4.12-3. x€ DT), y= TxX= x,, 


15，(a) 车 估 有 闭 线 性 延 拓 T， 其 图 象 为 G(T) ， 因 为 
线性 算 子 了 将 9 映 成 9， 因 此 ，G(0T) 不 含 形 如 (9, y), y 志 9 
的 元 素 . 

《b) 假定 G(T) 不 含 形 如 (90, y)，y 冯 0 的 元 素 . 车 


CE 


(x yy) — (x, Yy2) = (0, yi1 ~ yy:) EG(T) 
由 假定 ，y1 -y=0。 因 此 , 对 任意 (x, y)E GCT) 存在 映射 
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TT 为 Xi->y， 即 ，7x= y， 显 然 T 是 了 的 延 折 ， 因 为 G(T) 
是 向 量 空间 ，( 由 于 G(T) 是 向 量 空间 ), 所以，7 是 线性 
的 .由 GT) 是 闭 的 ， 故 7 是 闭 线 性 算 子 ， 

悦 题 5.1 


1， 利用 分 析 中 的 Lagrange 中 值 定理 。 对 于 任意 Xx、y€ 
兴 ， 有 


d (Tx, 1 yy) 一 2 一 二 | d (x, y) 
2 & 
其 中 E 位 于 x 与 y 之 间 ， | 四 衬 1. 总]。 


1 | 1 1 1 1 1 


d (Tx, Ty)<oadlx, 成 立 的 最 小 为， 


2. 例如 革 = (0,1)， 映射 T，X 一 XX 为 Tx= x， 显 


然 了 是 压缩 肌 射 ， 但 在 怀 中 没有 不 动 点 . 
3、 册 Lagrange 中 值 定 理 


ITx—7yl = 1 一 走 ix—y < Ix-yl, 
(因为 ES>1) ,方程 2=x +- 在 XX 上 无 解 。 因 此 映射 了 没有 
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不 动 点 
4，。 著 x, ?是 7 了 的 两 个 不 动 点 ， 则 有 x 关 y 且 
d(x, y) = d(Tx, Ty)<d(x,y) 
产生 矛盾 ， 因 此 不 动 点 是 唯一 的 . 
5， 由 于 7 是 压缩 映射 ， 则 存在 0<a<1， 使 得 
d(Tx,Ty) 志 adq (x, y). 因此， 
d(T"x,T"y)S<ad(x,y). 0<a'<Il 
芍 证 得 TT" 为 压缩 映射 ， 
T" (n>1) 为 压缩 映射 ，7 不 一 定 是 压缩 映射 ， 例 如 映射 
T 丁 ，R->RR? 为 (6&1 562) 一 > (5&2，0) 不 是 压缩 映射. 但 十 卫 '， 
(&,, &;) > (0,0) 是 压缩 映射 . 
6， 当 0<a<1 时 , 有 -2 一 < ， 因 此 当 m 不 是 了 的 


证 


不 动 点 情况 下 ， 序 列 人 <- 二 d(xo xi) 上 是 严格 的 单 调 减 少 
在 (3) 式 中 以 m -1 代 检 mn 得 ， 
d (Xns Xn 1) EQ" Id (Xo, X1) 
所 以 (6) 冀 涵 (5).， 
7， 根 据 微 积分 中 Lagrange 中 值 定理 有 
g(x) -gy)| = lg (2!| lx -yl 0 lx -yy 
即 g 是 尽 上 的 一 压缩 映射 。 由 定理 5.1-3 知 进 代 xs = 9g (X=1) 
猴 伍 ， 
8， 根 据 微分 中 值 定 理 . 
lg(x) ~- gy)| = I9 (2)| lx- yaa lx- 
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5 位 于 YX 与 y 之 间 ， 又 lg(xo) -si 之 (1 -or 四 定理 S 1-5， 
9 在 了 上 存在 唯一 不 动 点 x， 即 x = g(x) 有 了 瞧 一 解 x。 且 和 迭代 
序列 (x* 收敛 于 此 解 * 由 (5) 式 和 (7) 式 得 。 


d (x, %,) Sd (0K) a"r. 


让 (x YX <anryr， 
由 (6) 式 得 
0 
YX CS |x, 
Xn | ey |X Xn || 


9. 由 于 g(x) = 1 -4f/(x) 0<K <f’ (x) < RK,, 


_ 1 1 _- ， 
取 1= aK 时， 5 < (<1 -< 根据 微分 中 值 定 


理 . |g(x) -gC(y)| = lg’(é)| lx- yl <({1 -二 人 一 


因此 g 是 压缩 映射 ， 由 定理 5.1-3，x,4，= g(x,) 收 化 到 Jo 
唯一 不 动 点 x， 此 x 即 是 f(x) = 0 的 解 


10,. (a) Xx,= (x0)=— 1 -= 
| 总 0 1+]? 0.500， 


_ 1 
Xs=g(X1) =- + -= 


1 
a 二 (x ) 二 一 二 
3 二 O(N? ] 二 (0 8)7 0.610 


| er 
《1 +X*): 1+wx? 1+x: “1]+x’ 
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<1 (xA0) 
当 %=0 时 ，190)| = 0， 所 以 19'(x)| < 之 1. 

(D) 4 Xo==1，Txo=1-X3=0=XiXa= 人 2 
<1 -03=1，… 选 代 序 列 0, 1 0, 1… 不 收 伍 ，xo = 0.5 时 ， 
xi1=0.8750，% =0.3301，xas=0.9640，% =0.1042， 

Xs 二 0.9887… 不 收敛 ， 这 是 因为 在 根 (0,682328) 附 近 , 1 一 x* 
的 导数 的 绝对 值 大 于 1 ，7 不 是 压缩 映射 。 .. 
11， 将 方程 x?+ x 一 1= 0 变形 为 | 


人 
ne 
1+X 


令 g(%) =V 了 之 二 其 导数 在 1 点 为 0， 而 且 在 根 的 附近 


导数 值 很 小 ， 因 此 选 代 
Xu 二 OCX 1) 
收 纹 的 速度 快 ， 当 取 xXo= 1 时，x1 =0.707107， 
=0,.686589,， Xs 二 0.,.683097 


12， 因为 1 (x ) =0， 由 微分 中 们 定理 . 
lf Cx)| = If (x)— f(x )| = -| FE Ix- | 
<Kilx-%| 由 % 是 一 级 零点 ， 存 在 x 的 某 
闲 邻 域 NWiC(o 5) 使 得 fx) 二 0， 而 且 f”(x) 连续 .因此 ， 


六 在 Ni 上 有 界 ， 于 是 对 于 任意 xE Vi 


lg“(x)| = 人 <Kk, If Cx 
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八 
<KI kK, IxX—%| 


当 |%w-~ | < 一 一 一 一 一 5 关 - 时 ， 194(x)| < 


SNs= {x| Ix-%|< bh N= NNN,. 


1 
2K,K, 


所 以 在 % 的 邻 域 W 中 9 为 一 压缩 肌 射 ， 
13. 仿 x=vVC, f(x)=x:-C=0， 则 ，f’(x) =2x 利 
用 习题 12 中 的 Newton 法 得 计算 平方 根 的 近代 过 各 


Xati G(X) = Cs + -一 


直接 计算 知 ， 当 x>ifS 时 ，lo'(O1 <1。 选 代 序 列 才 收 


化. 

当 xo=1 了 时， 求 得 VY 2 的 近似 值 x; = 1.500000， 
xi=1.416667, xs=1.414216, xs=1.414214, 

14. (1) 当 到 <1 时 ，7 是 一 压缩 映射 . 

(2) 由 微分 中 值 定理 . 

ITx-T3= IT’E| lx~-a 

位 于 % 与 y 之 间 .T'x 连 续 ， 则 在 [a, 5] 上 必 有 界 ， 因 此 ，T 
满足 Lipschitz 条 件 . 


习 题 5.2 
1. (oq) 准确 解 «= | 3] 
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W 0 1 ， 
5 
By ce 满足 条 件 (5) 
| 3 0 
10 J 


从 x = | 1 | 开始 用 Jacobi 选 代 得 


8 1 97_ 

50 

Xi1) = XxX‘2)= 

27 1 44 

10 50 

| 
号 ad (x), xD = 于 
10” 10 
误差 界 为 d (X09, x) < 3) .1 =0. 2185 


-0.3 10 
实际 误差 为 dq (x, %) = 0.1200 
(c) 从 xi = | 1 | 开始 用 Gauss-Seidel 选 代 


大 (117 一 1 .600 | (2 ) 一 69 | 
得 ， Xi [2°880 ， 2 993 


4 ， 


a=0.2， 误 差 界 为 d(x xz) < -Xx1.88=0.094 实际 


2° 
0.2 
误差 d(x"” ,x) =0.024 
2， 因 为 i 是 C 的 特征 值 ， 则 (C - AI1)x=0 有 非 零 解 ， 大 
对 于 所 有 的 7] 有 
IC Cj < Ci, -4 


中 


bE 
Mk, lk 
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由 5.2-2 知 ， 方 程 组 (C -27)x=0 有 了 瞧 一 零 解 ， 这 就 产生 巴 
压 。 因 此 至 少 存在 一 个 /1 去 j 去 ) 使 得 
Ci; -HE IC 
1 


k= 1 
RJ 


(a) 世 0 是 玉 的 特征 值 ， 由 K 太 = 了 人 -C 及 Greshgorin 定 理 ， 
至 少 存在 一 个 J(1 委 /和 9) 使 得 
1- |C;;l ll1-C;;l< > [Cysl 


因此 ， 研 ICii| >1， 这 与 (5) 矛 盾 ， 故 天 不 可 能 有 特征 值 


们 ， 
(5b) 对 C 的 每 个 特征 值 和 4， 由 Gershgorin 定 理 ， 


A -Ci < IC -A < ZE Ci 
二 
利用 (5) 有 
< IC < 
故 证 得 C 的 谱 半 径 小 于 1. 
3， 因 为 
Qi(7X 7 2z) = 了 [三 Ce —£.)| 
<E EC Es -ed 
<(max ICj ,| ) > Es -Ea 
= Od (x,2) 
由 于 沁 [Cys 之 1 4=12…n， 所 以 4 之 1，7T 为 压缩 映射 ， 
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和 迭代 序列 (6) 站 伍 . 
4. 利用 Cauchy->chwarz 不 等 式 (人参 看 8$1.2) 得 ， 


do 人 ToTa2= TS {Ecce -i) | 
<AlEC Ds- 


= ba <<1 时 ，7 为 压缩 映射 . 因此 (6) 式 收敛 . 
5。 由 微分 中 值 定 理 ， 


lf (t,x2) — (t,x)| = [| | xs ~ x) 
因为 -< 在 矩形 域 R 上 连续 ， 则 -2 全 2 了 在 闭 域 R 上 有 界 ， 即 存 


在 常数 M>0， 对 于 任意 (%,y) ER 有 |-2 太 | <M， 因此 上 
在 R 上 关于 x 满足 Lipschitz 条 件 . 


6 . «=| ladrt=ft, x = | l+ridr= stt+t 
0 0 


F t n 
s= | (1 + Xi)drt -| (1 二 太 十 -二 有 十 工 reydr 
0 0 3 9 


l 2 1 
=1+ ts+ “<tr Lf 
3 15 63 
了 2 11 
= =t+ 1+ 1 


420 


显然 x 准确 解 X() 中 所 含 i{，… 节 的 项 完全 一 致 ， 
7 了 7， 利用 (22) 式 有 


w(t)=V Ht) rp) eV rdr 


= (1) tue'| eV rds 
S| eV ndr=K) 
= (1)+tuRKoe!' 
x2(t) = (1) tu) er-ri(r)ds 
V(t)+tuKoe'(l+L) 
xs(t) = (1) ta) erxa(rdr 


=V() +uKoe'(l tu+ 1) 


xst) =V) tuKove' (+hut+ me tH"=1) 
出 于 lu| 之 1， 共 准确 解 为 


x(t) = limx,(t)= V(t) + Tite 


rd 


8. 定义 映射: CL[La, 5b]->C[a,5] 为 
Tx= V(t) | 天 (bmxCnD)dr 


入 |， d(Tx, Ty)= ITx(t) -Ty(t)) 


b 
I4| | [K (1,7, X(T)) 


~ K (t,t y(7)) dd 
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< | mx(r) 
—K(t,r, y(t)) | dr 

<& Ia | Ix(r) ~ yr dr 

< ul1(b— 0) max |x(t) - y(t)| 

= | 人 lz- a)d (%, y). 


1 \ 


未 此 时 积分 方程 有 唯一 解 x(t). 
9. (oa) 此 微分 方程 可 以 写成 


|， di = | fC X(T)) dr 


即 ， 
X(t1) = x(to) 十 |. fr, X(T)) dr 
=xo+ | flt, X(t))drt 
这 是 Yolterra 积 分 方程 ， 


(8) 对 六 = 了 (t,x) 两边 积分 两 次 .并 代入 两 个 初始 
条 件 ， 得 : 
#() = x0+ (ttm+ | | f (us Xu)) du 
对 |，|]，f Cu xu))du |dt 用 分 部 积分 得 ， 
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|， [if Cu, xc )au |ar 


=r), fo xz)du|, -| rerxtr)dr 


=+|， Fr X(t)) dr -|， Try X(t)) dr 


| =|, Gof xr))dr 
因此 ， 
“CD =mt ttt | nf rr) ) dr 


是 Volterra 积 分 方程 ， 
10。 由 (22) 式 ， 


所 
Xrrilt)= V(t) rn | K(1,Tt)Xx,(rt)dr 


«DVD +tp| Kd ra (rdr 
等 式 两 边 分 别 相 减 得 
2 的 = 人 | KU Zr) dr =nSZ.(t) 
取 xo (ff = V(t)， 则 ， 
x1(t) =V (4) ru| Kc, V(r)dr 
=V() +uoV 
x2(t)= V(t) +a] KOs rr)dr 
=V() tu + 


Xt) =V 0 truTV tHSIV to FHS 
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所 以 ， xD = limx, (ft) = tHSV +A2S2 + 


(b) 令 C = | xcpDat， Mix) -uC=1 


X(t) =1+KC、， 两 边 从 0 至 1 求 定 积分 得 . 
c=| xWdis| 0 +uC)dt=1+4C 


骨 C=1+hC。 因 此 ， C= 代入 
X(t)=1+4C 中 ， x(t)=1 re =_1i. 


站 题 5.3 
1 . 邻 0= 60(x， Y)= infd (x, y) ,f(y)=d(x, y)EY, 
则 f(y) 在 紧 子 集 Y 上 连续 ， 根 据 推论 2.5-7， 存 在 yo€ 了 ,使 
得 fy) 在 yo 达到 最 小 值 . 根据 Y 中 对 x 最 佳 副 近 的 定义 ， 因 
此 0=d(x, yo)，yo 就 是 了 中 对 x 的 最 佳 逼近 . 
2， 令 0 委 4 和 1,4=1-4 对 于 a= (ca ) p= (bi 
由 于 YXY=4xX+AX。 有 ， 


f (Aa + Bu) = jx- D> (a, + Bi)e| 


= 4f (0) + pf (pb) 
艺 证 得 /为 叫 函 数 . 
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3. 对 于 x= (1,0)，y= (0,1)， 则 有 
x + yi = 2. : 
因此 (6) 中 的 范 数 不 是 疡 格 凸 的 . 


4 6= -600 B) -inf 本 2| + |£2|) (这 是 因为 x 在 单 


位 闭 球 互 外 ) . 
即 6 等 于 国 数 FE) = 全 -3 +1 一 51 在 条 件 长 | 三 1 下 的 极 
小 值 ， 吻 得 只 有 当 51= 1 时 f (561) 才 有 极 小 值 1(1) = 1, 因此 ， 


0=1. 并 B 对 x 的 最 佳 逼近 是 唯一 的 y= (1, 0)., 
5， 对 于 点 x= (1,0)， 
y= (1 1). 有 |xj = 人 | = 
1 ， 
xX 基 39， 但 lx+ 划 =2， 所 以 
范 数 
1(é1, = max 
( £1 ,]é2| ) 
不 是 严格 凸 的 . 
6， 对 于 点 X= (2/3,1/3,0, 0,*…, )， 
= (1/3, 2/3, 0,0, *", ) : 
有 |xl = yl =1, x#y. x+yl = 
所 以 1! 不 是 严格 凸 的 空间 . 
7 ,根据 引 理 5.3- 5， 以 两 个 最 佳 逼 近 x 与 ?为 端点 的 线 
段 14x+ (1 一 4)y (0 三 4 志 1) 均 是 最 佳 逼近 ， 
8 ， 由 三 角 不 等 式 知 . 
lax + (1 ~- a)yl <1 
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和 枯 存 在 0 之 qo 之 1 上 上 式 竺 写成 这 ， 则 由 3.1- 2 知 ， 
QIX=c(l -Qo0)Yy (Cc.>0) 
la) = od1 a0 yl bin) = [yi =1 

得 QI 一 Cl 一 CI 


故 x = y 与 严格 西 条 件 矛 盾 ， 

现 证 明 条 仁 为 充分 的 ; 在 上 述 不 等 式 中 , 取 a = 方 即 得 到 
严格 凸 定义 中 的 条 件 ， 

{ 1 信 - 一 1 一 1 -~ 

7 
则 ， jzi = jy =1， 并 有 下 列 结果 . 


| = - lx+y | A 1 
jixl ry xl tlyl lxl + yl ! 


lexi + (1 -ac)3 因 为 兴 是 严格 凸 的 由 范 空 间 ， 


| 


| 


由 习题 8 得 ， 
， | li 

% = ys 所以， x= yl > c= 1 人 0 

10、 若 半 不 古 严 格 上 同和 的 ， 则 存在 兄 数 为 1 的 两 个 元 柬 X 
尖 y， 使 得 + y= 和 ol + 1 小， 由 题 设 ， 对 基 个 c 汪 0, 有 %= 
cy .但 是 |x = 上 =1，j|xi =clyl， 因 此 ,c=1，X%X=y, 这 与 
假设 x 关 y 巴 看。 从 而 站 为 严格 凸 的 峨 范 空间 

11。 凰 习题 8 知 以 单位 球面 上 任意 两 点 为 病 点 的 线段 的 
内 点 均 不 在 球面 上 《在 球面 上 ) ， 即 球面 上 不 包含 线段 ， 球 
上 玖 点 不 可 能 是 线段 的 内 点 。 根据 定义 ， 故 球面 上 的 每 一 
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太 均 起 入 中 闭 单位 球 的 端点 ， 
小 题 5.4 
i. 说 i y1， YY 的 一 个 基 ， {ff} 为 [9， bl 中 
由 n 个 不 同 点 组 成 的 子 集 ， 则 由 了 诺 足 瑞 aar 条 件 ， 相 据 5| 理 


5.4- 3，(T) 中 的 行列 式 不 等 于 0. 因 此 , 将 了 上 限制 到 点 集 bb， 
“es 1 } 上 寺 ， {yi “9 yn} 的 线性 无 关 ， 此 每 个 yE 了 ， 可 唯 


一 地 表示 成 y>= ayyi (0 1€ fi， 如 }， 从 而 证 得 此 时 


的 了 仍 和 十” 维 癌 量 空间 ， 
2 。(a) 当 了 看 成 CL0 1] 的 于 空间 时， 由 于 对 任 二 点 
fz €[0,1], t,t}, 


让 | =《 加 二 1) 一 四) 天 0 


由 引 理 5.4- 3 ， 了 了 满足 Haar 条 件 . 

(5) 当 了 看 成 CL -1.1] 的 于 空间 时 , 对 于 11、t;:€[ -1,1J， 
ts = 一 了 1，(1) 中 行列 式 为 零 ， 因 此 ，Y 不 满足 刁 car 条 件 ， 

3 .由 于 9; 古 (1) 中 行列 式 的 第 /个 列 同 量 ，1491*…, 0,} 
线性 无 关 ， 所 以 (1 ) 中 行列 式 不 为 零 ， 于 是 可 证 得 {y1,，…， 
ya) 线性 无 关 ， 了 是 n 维 子 空间 .对 了 的 每 一 个 基 {z1; …，z 小 可 
唯一 地 表示 成 ;: zj = ajiy1+ 呈 Qjysyn j=1,.2"n, 因 为 
{zs "21} 线 性 无 关 ， 可 得 


Hi M21 ”人 


Qi2 佐 22 ee 人 (12 


刀 = 关 0 


| 


Il Cn i 
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因此 DD 的 转 置 行列 式 D' 去 0， 
对 任 巧 2 个 不 同 的 三 E[a, 8] GQ =1.2,，***n) 
有 ， 
lz to) Zia) tt) 1 Qs Qi Ci 


22(1) Z2 C13) Zo (1.,) 21 CC22 "9 U2 


2Z,(i) Zn (lo) Z(t,) | Cnl Cn2 ee Cn 
Yt) ys) IC 
yy 人 Tt) yo 1,) MDT 


Val) yt) yal) 
| 0 
由 5| 理 5.4- 3 ,证 得 Y 满 足 Haar 条 件 . 

有 反之， 由 Y 是 {yi1，*…，y:} 的 张 成 , dimY =n, 可 得 {yi 
，y 4} 是 了 的 一 个 基 ， 再 根据 3| 理 5.4- 3 ， 对 于 任意 % 个 不 
同 的 tf; € [40] (7 = 1 .2..) 

bho; = Cyt) 00, Y(t) =1, 
作为 列 问 量 的 行列 式 ( 1 ) 不 为 零 ， 因 此 ， 

vi = (CY) Vit)) (f=1, °° , 1) 
线性 无 关 ， 

4 ， 大 结论 不 成 立 ， 必 存在 一 个 yeoE] 上，, 使得， 

6= |x— yo <min |x(t;) — y(t;)| 
对 任 谷 yEY， 册 y= yo-yEIT，y=yo- yr= (XxX— YIr) 一 
《(% 一 J0) 必 与 xX 一 yx 在 nh 十 1 个 操 详 ，……,1,41 均 有 相间 的 符号 ， 
因此 Y 在 [a, 0 中 至 少 有 ”个 零点 且 y 关 小 这 与 了 满足 囊 acor 条 
“ 件 矛 盾 ， 所 以 证 得 ， 
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6> min lx(t;) ~ y(t,)| / 
5 。 因 为 这 里 x ”=e'>0， 则 x(f)=e! 在 [0，1jJ 上 向 上 
荐 。， 过 点 (0,1) 和 (1, 6) 的 制 线 方程 为 y= (e -1)t+ 1 , 令 (x 


{1) ~ y(t)]= 0, 得 != ln(e 一 1) 故 当时 与 x( 在 ; =ln(e~1) 
处 有 极 大 偏差 k= 2 -e-(e -1)ln(e 一 1), 曲线 x= e: 在 1= ln 


《e 一 1) 的 切线 方程 为 ， y (1) =(e-1)t+(e—~1)[i -ln (e-— 
1 )]。， 曲 线 完全 位 于 》 与 》 之 闻 ， 介 于 》 与 》 中 间 的 直线 


八 \ 
yl1)=y (1) +h, k=1 +3[(e-Din(e-1) ~ej 使 XxX-y 在 


[0,1] 上 有 一 个 交错 集 {(0，ln(e-1)，1}， 而 dimY=2. 根 
据 引 理 5.4- 8 ，y 是 了 中 对 % 的 最 佳 站 近 . 

6 ， 由 定理 5.4-10 和 公式 (14)，x(1) = + 六 的 二 次 多 
项 式 最 佳 和 逼近 y*" 为 


yo(t)=t3+12 -Ts(1) = 本 1 


其 极 大 偏差 为 |* -yol = 二 


7 ， 由 于 在 [0, zx] 中 ，cosn9 的 零点 为 


21— 1 . 
= -一 (1 =1.2.%n) 


因为 1= cos8， 所 以 T, (#9) 在 f -1,1] 中 有 n 个 不 同 的 零点 


t=c0s 7 x (f=1.2.%.n) 
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3 . 了 , (1) 相 邻 的 零点 为 


我 们 来 证 了 ,-1() 的 第 人 个 零点 


2 R—1 
2n— 2 


{1"-D 二 Cos A 


位 于 上 述 T,(1) 的 两 个 零点 之 间 ， 因为 余 强 函数 在 (0，z) 上 
是 单调 的 ， 则 只 须 证 明 下 述 不 等 式 成 江 
R~— 2k— kt+ 
二 < 本 
左边 不 等 式 成 立 是 显然 的 ， 第 二 个 不 等 式 成 这 等 价 于 28<27 
-1， 这 个 不 等 式 尖 ER<* 时 是 正确 的 .因为 了 。( 办 有 % 个 零点 ， 
以 这 2 个 点 作为 边界 点 的 区 间 有 * -1 个 ， 而 每 个 区 间 均 包含 
全 ._1(1) 的 一 个 零点 ， 并 且 只 能 包含 一 个 零点 ,这 是 由 于 
了 .1(1) 是 n -1 次 的 多 项 式 ， 这 就 证 明了 题 中 的 结论 
9 ， 车 T,(t) 与 TT ,-1( 区 有 一 个 公共 零 所 to 则 由 定义 5.4 
- 9 中 的 递 推 公式 
Trlt) tT ,tt) = 2t7 (1). 
可 得 个 ,-z(to) = 0， 重 复 用 这 个 递 推 公式 ,有 To(to) = 0. 这 
与 (14) 中 的 To(t) =1 刻 盾 、 因 此 ，T,-1(4) 与 7,(1) 没 有 公共 
零点 ， 
10。 在 积分 中 ， 用 换 元 积分 . 令 f= cos0， 则 


1 1 0 
| (1—-1)" TT (tt) dt = | pcosnO cosmb 


in 
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一 sin6)cdb 
= 1 (m9) 
m= = 0 时 。 积 分 值 为 x. 


习 题 5.5 
<Y1 VI VI OY I YI yn> 
1 ,G(s QVYis “00) 一 CQOY js VI LQOYV jC YI QO Yi Yn 


<Yy 了 多 YI CY ni QVYiFkYy n9 Ye 


=a.aG le., Vi eese) 
= |al 2G (eye) 

2。， 若 G(y1，*…，y i)) 友 0, 由 定理 5.6-1 知 ，{31， ?小 
线性 无 关 ， 因此 ， 子 集 {yb …，2》，} j=1,…,n~1, 也 
线性 无 关 ， 再 用 一 次 定理 5.6-1,， 于 是 证 得 GCy1， "yy;) 
0 f=1 “nn-l. 

3。 因 为 G(x, y) = | ?ly ?- kx, y>1 ?，>chwarz 不 等 
式 等 价 于 [<x, y>1? 志 |xl ?jyj?， 因 此 用 Gram 行 列 式 将 3ch- 
warz 不 等 式 可 玫 示 为 

G(X, y) 守 0 
由 定理 5.6-1， 等 号 成 立 的 死 要 条 件 是 x 与 ?线性 相关 ， 

4， 用 数学 归纳 法 证 ， 当 n= 1 时， 显然 有 ，CG(yi) = 
jy 中 宕 60. 假设 对 于 任意 自然 数 k 有 G(y1，""*，ys) 宇 0， 则 ! 
由 定理 5.5-2 中 的 公式 (5)，C (yl "8+1) = G (y+ 
"yg) = ei2G (Cy, ey) 0 
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因此 ， 对 于 任意 自然 数 4，C (y1，'"*，y》1) 之 0. 
由 定理 5.5-1 知 ，{y1，*…，》 :线性 无 关 的 充分 必要 短 
件 是 G(y1，*……，y:) 密 0. 
5， 利 用 行列 式 的 性 质 ， 证 得 
GY 0 Vays Yt Yj) 
= Gy oe, Yr) + OGY Yi Yi) 


= G (yi, 4 yr)+t a0=G(yy.) 
下 面 利用 这 个 守 式 证 明定 理 5.5-2. | 
G(x, Yi y,) 


i 


三 G(X- 2 iyi V1 “yn) 
<Z, Z> 0 bd 0 
U <Yis YI> <Yis yn> | 


0 《yu V1> i 《yn Ys 


=G(2Z, Yi yn) = 


pp 


一 可 2G (Cy, ”9 ys) 
从 而 定理 5,5-2 得 证 ， 
6. 由 定理 5.5-2，yx 到 >pantyiy…， yy 的 距离 的 平 ， 


方 为 ， 


CCypy Vn) 
Gyerl, 机 你) 


而 yx 到 >panftyi，…，yA ;的 距离 的 平方 为 


Gy 0, Ym) 
G (Yh+i 0, Ym) 


因为 {y， ”多 yr} 是 4y1， ”9 ys， 的 子 集 ， 因此 
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Cr my “3 ， 
四 = 区 天 一 是 yo 到 Spanfynrly ws 
y。} 的 距离 的 平方 , 由 于 (yn 一 2) Lz， z+ on -zl ?= 
: Iya := G (yn) 寺 是 证 得 ， 
Gyn, "ys Ys) _- 
By we Ye) (Ym) 
1. 由 习题 6， 令 R= 1 得 ， 
GY Yn ) -一 C (ya2， “yg 1) 


一 ) << 


GO oe, Ya) 人 Gly, 00, Yn 
Gyn 0, Vs 
< 
Gyntls Yr) 
因此 ， 证 名 
Gy rs Vr)EGE(Y ss Yn) CCYynriy me ys) 
当 M1i.L 凡 ;上 肝 ， 
GC(y，…，yn) = 
CY 31 KY Yn> 


利生 学 和 下 


0 OQ ». 从 


CYn, YI> 可 《Wans Yn> 0 
0 “ne 0 CYm+ls Yn+1> 山 制 《yn+19 多 :> 


如 兴 志 让 


0 0 本 才 所 CY Ymti 0 利 汪 过 《yn Yn | 
35303 


= GY 0 Vn)G Yn Yn) 
车 GYyi, ”9 yy )=C(Cyi 9 Va)G yntl 2 


GY, Yr) Gynyg yy) 


由 于 Gy oy yn) ~ Grey 


EG (yn yy 


Gyny ee ， Yr) ) 


一 一 2 
因此 ， Gy os ya) = (yn) yl 


而 y" 到 >pantynrt …，yv} 的 距离 的 平方 为 


Gly my """» 
GCCYyn+l *") 


矿 


2 ed yD yl 


因为 yn = 2 Yin, zn€ (Ipan{ yntls **0, yy} 
一 骨 


所 以 ,jyo]*= | 袜 api 让 + 但 ly:= zs 


从 而 ， 3 wy 中 =0. 即 习 。 ai = 0， 由 于 
yn yx 线性 无 关 ， 于 是 wj =0 (j=m+t1，*…，n) 
ynm=2znE(opantynibey yy)+， 因此 ，ynLy， 
(J =1+T 0) 一般 地 ， 由 于 对 每 个 :=1，2， 7 一 1 
Gyis rs, Yar yn Mari Va) = GY Ye yy 
Ynt+1"*" yn) 
Gy ye yn) = Gye yn y,) 
于 是 有 类 似 的 等 式 
CCyieeeyoneee Yi Yat Ys) 
=G (yy mn YG Yuri Ys) 
重复 上 述 过 程 ， 可 证 得 yy i1=1， 21 一 1 
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?= 1 十 ] ， “9 如 因 坚 下 骨 了 47 9， 


中 令 m= 1， 得 

Gy, VEG(YIG(Y, 0 Y,) 
类 伺 伦 ，G(ys, YEGCYI)G (Cys, ys) 
依 此 类 给 ，G(Gy1 YD) 和 GID GY) Gy) 

= CY V2 LY y27eCynoy Ya 

若 y; 《7=1，2，*n) 相 互 直 交 ， 显 然 G (yy1，，，》:) 十 一 人 
对 角形 行列 式 ， 其 主 对 角 线 上 的 元 依次 为 yi1，y12， 
<y，，yn>， 因 此 ， 

GY Pa) = LV NY Js7>。 
反之 ， 落 上 述 等 式 成 立 ， 可 得 

GYng sg Yn) = GYn)G Yntls ee Yn) 
1 二]，2，*…n 一 1]， 由 习题 7 知 ，y ;相互 十 交 . 

9, 令 Y = Span{xy, Xa, ***}, Y= Opan{X, ，…，; 四 

则 ，Y CCYCeC ,CCH. 
对 任 合 XE€ 如 ， 基 到 YY ,的 距离 9， 

0 这 0 省.3 
由 定理 5.5-2 知 ， 存 人 在 ys*E 了 ,， 使 得 ， 

Or?= [x— yl CO 
Y 在 圳 中 稠密 的 充分 必要 短信 下 


G(X, XeX，) 


0 .—>0， Foe, oo, wx.) 0 (n>00) 
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5 5.6 


， 由 于 在 了 (bp,)》 上， 显然 对 于 加 法 和 数 乘 运算 征 圭 财 
的 ， 此 Y(p 1) 是 一 问 量 空间 . 

根据 定理 5.6-1， 对 于 每 n+ 3 个 数 ， 
Xo，"…，Xn，Ro’，R,’， 有 唯一 的 三 次 样 条 函数 y(t) E€ 
Y(p,)， 与 之 对 应 ， 寺 是 可 定义 映 冉 ， 

TT， RR"' + 一 >Y(p,) 为 

(Xos os Xi Ro’, hr’)H—> y(t) 
显然 ， 了 是 线性 双 射 ， 即 了 (bb,) 与 丸 2 是 同 构 的 丫 量 空间 ， 
因此 ， 

dimY(p.)=dimR'+* ?=n+3. 

2， 当 ko'=k, =0 时 ， 每 给 X(t)，X( 有 )， YX(f) 一 
组 值 ， 由 定理 5.6-1 知 ， 就 唯一 确定 一 个 三 次 样 条 国 数 y( 妃 
EY(y,)。， 当 取 x(t;)=1, xX(f)=0 R=7 7=0，1，…? 
n。 时 所 确定 的 三 次 样 条 函数 记 作 yy; (1)，。 则 由 定理 5,6-1, 
1, R= 


Yi(l,) = X(t,) ={ 
0，、R 关 了 


= Oj;,., 
且 ， 
ya)=Ro=0，yi7 0D)=R =0. 
令 Yar1(t)=t, ynrs l(t)= 12, 下 面 证 {y，， “yrn2} 
线性 无 关 .， 设 hoyoCt) 二 y(t) + +Arit+A,rzt?2=0. 
今 t=t，， 得 ，Asp 二 Aorithp sroti 二 0. k=0,，1,， 
对 于 Aoyo(t) + +A ,yn (DD tA t hssat? =0 
两 边关 于 t 求 导数 有 ， 
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Aoyo (1) 二 thry nt) tArrit+2Nrt=0 
分 别 取 t = a 和 t= 8， 则 得 ， 
Ai+ri+ 2aA4,.12=0 
hrit+2b04,:2=0 
于 征 线 性 方程 组 ， 
Asthn+i 奴才 t2=0 R=0.1.…po1 
| hn+i +2aA,,, =0 
| har +25A4,,., =0 
的 系数 行列 式 为 
1 0 0 1 12 
1 0 of 12 


11+ 1 2 = 2(5 -a)0, 


1 2b 


因此 ，h40= 41= =,， =0, 即 { yoy,;，。} 线 性 无 关 , 由 
习题 1 知 , dimY(P,)=n+3. 
从 而 证 得 { yo， Ynt+2 } 是 Y(P,) 的 一 个 基 ， 

3 ,这 里 +t,=Tt1=1 x(—1)=1,%(0)=0,%(1) =1,k’ = 
df| -= — 4, bh, = 413| 1-1 二 4 入 XI=0-1= -1,， 八 x, = 
1 -0=1. 代 入 定理 5.6 一 1 证 明 中 的 (* )， 解 得 A = 0. 再 将 
X%(—1)=1,x(0)=0, x(1)=1.hk, = -4, Ri =0，k, = 4 代入 
PA; () 中 得 ; Po( 引 = 2[1 -2(141)]= -213 二 所 iC[~1,0] 

Pi(t) = 213 -£2 tC (0,1] 
因此 所 求 三 次 样 条 函数 
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(1) = { We i€[ -1,0] 
” 21° 一 tC (0,1) 


4. 本 ~ 1 -7, (1) ={2 -= y 


(7) 不 满足 (24) 与 (5) 
.Xf) - y= max lx(D -9 (1D)| = 二 
8 -1<? <| 
由 于 对 称 关 系 . 当 {!E [0, 1 时，x( — y(1) 一 太一 9813 十 于 2 


max ,|x(D) — y(t)| = 1 max |x(t) ~ y(t)|， 
入 翅 三 16 vost 
因此 ， Chebyshey 多 项 式 y (1) 比 样 条 函数 y(t) 有 较 大 的 
6, 册 于 三 次 样 条 函数 y(1) 在 每 个 子 空间 [tjst; ;，] 上 与 
一 个 次 数 不 超 过 三 的 多 项 式 Pi(t) 一 致 ,因为 y(1) 具 有 三 阶 
连续 导数 . 则 
Pj (tf;)= PP,  (t,) 
因此 每 个 多 项 式 P; (1) 的 三 次 项 系数 均 是 相同 的 ， 又 由 于 ， 
P;_， (tj;)= 了 i”(t;), 所 以 二 次 项 系数 也 是 相同 的， 
Pj(t)j=0,1…n 一 1 的 三 次 项 , 二 次 项 系数 均 相同 ,再 由 Pi-， 
(11) = 了, ‘(1;) 得 所 有 P;(t) 的 一 次 项 系数 相同 ,最 后 ， 由 
Pj; (tf;)=Pj(ij;) 知 常数 项 也 一 到 .从 而 证 得 y (站 以 为 一 
个 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 . 


7. 这 里 xf - 2 )= ~1>%(0)=0,% (¥)=1. 
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， ， 本 2 、 ， 

Ro= R=0,r,= ,i=0,1, 人 Xi =1., j=1,2 代 人 (#* ) 解 
， 3 

得 ,Ai 一 因此， 


+ 了) 
| 
Pi(t) = rt | -2. “(1 - jE 3 4 
tty? 


4 3 
一 一 号 上 十 一 
并 Tt 


8 .显然 有 P(x) 宇 0, P(Ax) = MM P(x), 
下 面 证 忆 满 足 三 角 不 等 式 : 
[PCxX+y)] =《X+LY9X 二 72 
= CX, X22 TT CY YI + LX YY2Z2 
由 Cauchy 不 等 式 .<x, ya< Kx y>4 
LKR, X72 Ly, VD2171 
因此 ， Px+y)<EP(x) + Py) 
S09 


| 有 Plx+y)P(x) + Pl(Yy) 
从 而 ， 证 得 P 是 拟 范 数 .P 不 是 范 数 ,这 是 由 于 不 满足 ，P(x》 
= 0 一 之 x =0, 例 如，Xx=1 时 ，P(x) =0， 
9. 因 为 
[x ~ y|2 = <x —y,x— > \ 

= CX, X>z 一 2CX 一 yy yDz — CY, Ys 

= P(x)2— Pl(y):<P(xX)! 
所以， 这样 用 P 佑 计 偏 差 ， 而 与 划分 的 具体 选择 无 关 ， 


习题 6.1 


1- 2 Ni=3; -&1+é:=0 [1 


-811-—1 h2 = 93 ~- 451+ 82=0 [ 


a-A b Ai=a+ib; -if1+é=0 | :| 
二 人 0 
pa-hl ha=a-ib; -£1+its=0 | ] | 


—! 


2。 对 Ax=hAx(x 了 0) 有 xz74x= XNX=AXTS 


xiA — 
则 4 = 一 一 一 由 多:%x 为 实 的 且 
Xi% 
(Kr Ax) = (CUTAN)T = (x ANXIT= TI 
~ x-TAx 
故 亦 为 实 的 ， 


3 对 AxX=Ax(x 生 0) 有 x 7TAx = xTAx=AxT% | 
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-一 了 
出 4= 二 由 x 7x 为 实 的 且 


(FrAx) CHTAX)T = (xr A RT NRTATS 
= 一 XT4x 

出 为 纯 虚 数 或 零 

4， 由 44x=4xX(X 夫 0) 得 


( Ax )T= xTAT= YXT 目 (4x)7 


~ xTA-i 
出 KIA-!ieAx = 有 XITMX 即 YIxX= 人 2X73% 
TT 
得 [2= = 1 
XxX ” 忱 
5 .由 3.10 一 2 及 习题 2 与 4 可 得 . 
6 .特征 方程 


| 
QI — A C2 


Caz10322 ~ ho, 


= 有 4 + 有 1 + 


+Bo=0 
Onn2 “oo nn— " 
IA. = (~—-1)", Bo= detA, Bai = —1)" (01+ 02s 
十 十 Qnrn) 
— bo 
KA Az hs =(—1) fF det A 
traceA= Ai1+ Az2+ +A, = -tantm 
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二 . 


7。 -4 存在 充 要 条 传 为 det4 关 0 由 习题 6 知 
det A = 4024， 


1 
又 Ax，s= hxi 左 聚 44 得 4 x = 2 


8。 44-!= A-!1A = EE( 二 阶 单位 什 阵 ) 

A 的 特征 方程 为 (a4 一 4) (azz 一 4) -atzazt=0 根 为 1 如 

4-! 的 特征 方程 为 (cii -14D) (cas ~-4D) -astaiz =0 其 中 
门 =det4=41142 


A 1 4 1 
故 特 征 值 为 亡 = 元 :万 = 元 
9. 由 4xji=4jXi 生 (RD)Xi = (RA;)X; 
利用 归纳 法 m=1 时 Ax; = ;x 
假充 1 = RF Ax = A*x* 成 六 
左 滋 4 A+! Xe 有 Xe 用 Xi = 04+1X) 
知 m=k&+1 时 亦 成 立 
10。. 归 编 证 明 ， 在 PP 之 次 数 为 零 时 成 了 江 ， 
假设 PP 之 次 数 为 m 一 1 时 成 立即 ， 
P,_, (A)x, = Pn Oh,) Xs, 
对 任 一 己 .(4) = ,A, PP,-! (4A) 由 习 尖 9 知 
P(A)x; = [R.A,+ Pa, (A)]x" 
= K, Ax 二 已 《Xe 
= Pr (hs )X, 
11 ,由 Ax;=A;x, 及 vy, =C ix; (x; = CYy;) 


[a .dy 一 C-iAUy, 一 C-1iAx, =C- i x, 一 人 1 一 hyYy, 
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12。 特征 值 1=1，| 》 | 为 特征 向 量 但 | ?| 不 是 


13.4=1, 代数 重 数 为 ?， 上 几何 重 数 为 1 ， 特 征 回 量 为 (1， 
0, 0,**+, 0)7 

14. 设 了 为 4 对 应 特征 值 o 的 特征 空间 ,并 令 dimYo= my 
对 任 一 XoEY 了 Yo 有 .AXo = jxoEY。 故 4 映射 YY 到 其 自身 ， 设 
A 为 对 应 鼎 射 了 一 了 ,的 给 阵 ， 则 det (Ao 一 A10) = (ho 一 4)"， 
(其 中 了 为 m 阶 单位 矩阵 ) 且 为 dei(A ~h1) 之 因子 ， 由 代数 重 
数 定义 得 证 ， 

15 由 Tx=x =hx 得 14= 0 了 时 特征 向 量 x = 常数 (去 0) 

当 A 关 0 上 时 x (tf) =e*' 久 .有 即 1 去 0 不 是 特征 值 . 

代数 重 数 为 :，， 几 何 重 数 为 1， 


习 题 6.2 

1. 7T,= (1-4)7 o(1)={1}=0p(1) 
由 (1 ~4)Ixr= 0 对 应 特征 值 1 的 特征 空间 为 X， 
RCI = (1 一 们 -1 了 对 4 关 1 为 有 界 . 

2， 由 定义 直接 得 证 . 

3， 设 2 为 特征 空间 ， 对 任 一 xEZ， 有 (7 了 -47)x= 0 邑 
Tx=1x; 又 (了 -7)7X= (了 一 4 人)4X=0LXCLZ 

例如 6 .1 习题 15 及 6 .2 习题 1 中 之 特征 空间 ， 

4. 人 的 表示 矩阵 其 最 后 1 - 9 行 与 前 z 列 相交 的 元 素 均 为 
4, : / 

5， 不 变 子 空间 Y .= panfe.，ene+ri (= 1, 2,**:) 
对 任 一 14 (TAf)x=0=—>x= 0. 

6。AE op(T) 蕴 涵 1E op(T1)， 并 且 扩 充 后 原 特征 问 量 
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仍 保持 ， 可 能 增加 基 些 新 的 特征 网 量 。 

7. 令 4 和 0 则 六 一 存在 且 其 定义 域 不 在 所 中 笨 
密 ， 由 万 (7 了 万 () 得 D (711) 万 (人 ) RCT) 天 
《7 ) 所 以 R(T ,) 不 可 能 在 关中 稠密 ， 因 而 1€ o, (7) 

8. 令 4€ ao,(7T) 则 T,"! 存 在 且 其 定义 域 在 革 中 稠密 ， 由 
全 /为 的 扩张 ， 则 DCT)CD(TI), 从 而 RT)CROT1), 故 
4 在 天 中 稠密 。 

再 由 7 ”无界 ， 则 ， 或 者 7 ”无界 此 时 4c o.(T,), 或 
者 六 不 存在 此 时 4E oyp(T)). 

39. 令 4E p(T) 则 2 一: 存在 、 有 界 且 R(7T1,) 在 X 中 移 
纵 ， 故 了 一 存在 则 46E p(T7) 

否则 AEo,(T) 

10， 令 对 应 7 的 有 关 量 为 p，Cp，Ce，Oa 
对 应 六 的 有 关 量 为 Py gp aeiy 0 593 
则 pUosUo Vor=piVonUoaUo 
” 扯 习 题 658 
OplUjo.CorUo., 
布 边 二 集 不 相交 ， 则 
PUo,Dpi Yo hp 


习 题 6.3 


1. 507 ) 为 国 数 ?的 值 域 ， 由 ?1 为 定义 在 [0,1] 上 的 过 续 
贸 数 ， 其 值 域 为 一 闭 区 间 。 

2。， 例如; v(t)=at(b~-a)t JTx=vx 

3，{4} (TI 7) 人 不 存在 且 入 天 4 时 Ks (Ti7)€ 
DCT z : 
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4. 0,(T)={glg=a;} 由 o (TN 是 闭 且 a; 在 [0,11 中 
稠密 ， 故 0(7)=[0,1) : 
5。 AT) 存 在 ， 且 人 (2) 其 中 xE 关 ， 在 关中 稠密 故 
4¢o,(T) 因 此 1€ o。(7) 
6， 因 C 为 可 分 ， 故 CC 亦 可 分 , 设 (a;) 在 大 中 秽 密 ， 
则 ;为 本 的 特征 值 ， 因 此 o (7T)=K 
7， 设 |11> 1 了 Ti 有 y=T,x 则 
ly = 4x -Tx|> 14ilx1-17Txl 宇 (4 
-|7T ix 
因而 
IR.CT) N=sup xlMyDa1/44 -17TD 


8， 特征 值 为 方程 x” 一 Ax=0，x(0) =0，x(x) =0 有 非 
和 零 人 解 的 4， 则 4= -wenE 人 ) 故 谱 无 界 
9. (qa) 六 为 Banach 空 间 TEB(™*, 天 ) 且 了 = 1 
由 定理 6.3-4 |4| 宕 |T| =1 时 4€ p(T7) 
(5b) 141 生 1， 考察 了 ,一 ! 存 在 
7 ,x= (652 一 45195s 一 452 9) 二 0 
—> X= (a, 0h,ah, EI aECHa*0 
x 关 0, 故 | 4 | 过 1 均 为 特征 值 ， 
特征 空间 y= {xE€ [|x= (a, ah, od,*"),aEC} 
10, | A | = 1 不 是 了 的 特征 值 ， 因为 (1， 4 4 ) 和 1 
1 p< 
BIT ,x= 0 一 >X= 0 


习 题 6.4 - 
1，7T ,= -17 7T,.=7T -ul 
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则 4 ,= 7 
(TT,.) 7 一 (TT,)" 得 RR Fh, = R,R, 


2, RR = 全 < 一 全 -人 人 一作。 有 
4 4 


3, 由 R,(S)S,=I 有 HT,R,C(T)=7T, 及 7T ,=T -Al 

S$,=S-Al / 
RT -SOR T= RT,~S,) rR,(7) 
一 (人 (9)7 -1)R(T) 
= FR,(5) -R(T) 

4.A、 人 假设 p(T)x=y 有 和解 则 x= p(T)-!y， 其 中 
p(T)"! 在 全 空间 XX 上 有 定义 . 
4=0 时 (p(T) ~ 了 )"! 存 在 夏 0€ pC(p(T)), 即 0 0 (pbp(7)) 
= p(o(T)) 
故 对 所 有 的 14E0o(T) p(72) 才 0 
五 ， 反 之， 对 所 有 146E olT)p(4) 友 0 则 0€ p(p(T))， 由 引 理 
6.2-3 用 于 P(7) 知 DT7) 一 定义 在 全 空间 X， 故 对 所 有 的 y， 
户 (7)xY= yy 有 唯一 解 . 

5， 多 项 式 p(4) 一 4 只 能 在 复数 域内 才 一 般 的 可 分 为 一 次 
因 了 于 的 线 积 . 

6， 若 方 阵 具 有 +1 个 不 同 的 特征 值 ， 

7， 阁 4€o(7) 由 6.4-2 定 理 

ol(aT)=ao0(T)BAE€ o(T)<>aiE€ ol(aT) 

由 6.3-5 定 义 

ro(aT)= sup lai = fal sup {A = lal r。 (7) 
aleo(aT) ieo(T) 


同 理 可 证 : r,(1*)=[ro (T)I" 
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0-4 1 0| 
8. (a) 1 0—71 有 
0 0 1-1 


(2) 显然 42= 了 7 


{之 特征 值 为 1!， 由 6.4-2A 之 特征 值 为 tvVT= 土 1 
9， 例 


1 0 0 
7=| 0 0 0 | 
0 0 0 
—_1 mi 1 1 各 学 必 
(WRT)= - 工 [7 7+7G+ 工 + 二 + |] 
-_ /rr_rmr\,_ 1 
= -天 CC-7)- 寺 -7 


其 在 4=0,- 4=1 不 存在 olT) = {0, 1) 
(0) 令 p(T)=T?-T 故 p(T)=0 

相 丹 P(A4) = 人 2~-i=0 A4=0,4=1 
10.。(a) 由 78=7Ts 可 得 


《5b) 计算 1 ] 
2 3 0 
. 1 工 _1 一 0 ， 可 得 
2 2 / z 
0 0 1 一 4 
1 
4= 1 的 对 应 的 特征 向 量 | - 1 
0 
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特征 宝 间 为 5 平面 上 的 直线 上 = -5 
0 


4= 0 所 对 应 的 特征 向 量 | | | | 
0 1 
特征 空间 的 平面 为 61 = &2 
习 题 6.5 


dimX<co， 由 2.4-2 定 理 知 其 ”完备 ， 
2， lxyl = max |x(t)y(H)| 
<max |x(t)| max |y(t)| = xl 可 | 

3，C "为 Banach 空 间 ， 在 其 中 引进 乘法 ， 对 任意 x, y€ 
C” x= (5 61), Y= (71 Tv)， 
UE 
易 验 证 其 满足 (1》〉》, (2a), (26), (3) : 
且 其 为 具有 单位 元 素 e= (1,…,1) 的 交换 代数 . 


sd- ( 昌 ， (7 


i 


证 得 (6) 式 。 jxyi lxilyl 成 立 . 
4。(a) 所 有 X 关 0 
(5b) 对 1€ [a, 恒 ] 孙 数值 均 不 为 零 的 所 有 x(1) 
(c) 所 有 2 阶 可 逆 方 阵 ， 
5, 设 n 阶 方 阵 为 4, 4 为 其 谱 值 
(a) 依 6.5-6 定 义 ，-4-4 五 不 可 道 ， 则 det 14 - 42 =0 
得 (A 一 iE)x=0 4x=4xX 有 非 零 解 ， 符 合 
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£. 
Si 


6.1-1 定 义 ， 

(b) 依 6.1 -1 定义 Ax= Ax 有 非 零 解 , 则 det 4 -AE| =0 
得 4-14E 为 韭 可 逆 矩 阵 ， 其 符合 6,5-6 定 义 。 … 

6. 活 罕 sint 一 4.1 不 可 道 ， 即 0 (sin1)=[-1]，1] 汶 sinft 
之 值 域 ， 同 理 ， 一 般 o (x) = x 在 [a, b] 上 的 值 域 . 

7. 向 量 空间 到 自身 的 线性 算 子 已 知 为 一 线性 空间 ， 用 
线性 算 子 合成 为 一 线性 算 子 来 定义 乘法 ， 其 满足 (1)，(2c)， 
(22)， (3) ,构成 一 代数 

8,. y= ye= y(X%2) = (yX)2z = e2=2, 

9 Xiy=X ly(Xx I) = (XIx) yx = yx !, 

10。4， 4 阶 方 了 A1:n 阶 主 对 角 线 以 外 均 为 零 的 矩 
隆 ， 

CaF. 

车 x; yE CCA4， 即 与 4 中 任意 元 素 可 交换 ， 则 ax + By，xy 
均 可 与 4 中 任意 元 素 可 交换 且 xy = y%, 并 满足 有 关 运算 规律 
故 C 为 4 的 可 交换 的 子 代数 . 


习 题 6.6 
1。 由 6.6-1 定 理 直 接 可 得 . 
“2. 由 (1) 式 


liex)-i -ex)= lxzz+xs+ < lx! = 
/ j=2 1 一 | zx| 


3 .由 6.6-1 定 理 
(e— yx-1)"i=e@+ bp3 (yxX-i)! 
又 (xX-y)!'=[(e- yx IDXJ = x (ee- yxX ')"! 
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mo 


一 >) x-! (yx 1)! 


f=0 
4。 形 如 
_fa 6 
-| 0 
的 复生 阵 所 成 之 集 4， 不 难 验 证 为 一 代数 即 对 任意 x.yE -4 
及 ciy c: ER. 
xx+OyE4 xy€ A 并 满足 6.5 (1) (2》 (3) 
:a-4 8 (a -NA=0 
d XC— 一 | 一 9 
D0, aa, 
0 (x) = {0, al， 


5, xE€ p(x) =C -a(x) 则 x -he 在 8 中 可 逆 
由 -4 忆 有 起 在 4 中 亦 可 道 妇 xE p(x) 


故 p (CD(X) 即 0 (x) Do(x)=C -p(x) 
6, Vv(H) 一 DG = (x He) Til- (x — Ae)™! 
= (Xx -He) (x —he) (x -Ne)™! 
— (XX—-Me) li(x— nue) (x ~ie)™! 
= (xX~He) L(x -he) - (x -ue)] 
(x — ie)™’ 
= (~ N(xX~-H0) (x~Ae)™ 
= (4K ~ Nv (v0(N). 
7, 五 则 A 会 仿 -x 对 所 有 AEC x-hies0s 
即 o (x) = 名， 与 o(x) 关 名 蔬 盾 ， 
8. 对 任 党 一 Xo€G， AC 有 和 十 


ix — 一 Xol << 3 2 


$20 


则 1e 一 xzo 十 = jxix -el = lxi' Cx- x) < lei!l 
:lx -xl< 二 
由 习题 1 知 xo-!xE C, 再 由 6.6-1 定 理 


X MXo= (Xo lx) -1I=e+ Se-x;'x)! 
1 一] 


内 下 式 可 知 上 映射 为 连续 的 


lx -xo = |(x-ixo — ey)xs! xlx-ax - el 
= | Be-wr'x), | 
| 
<jxi!| Fle-xiixl’ 
i=]1 


x0! le—xs:x) 
1 -le—xs’x| 


<2|x3 le ~ xsixl 


和 21x5 下 2 |x ~ xol 

9. 对 任意 非 零 元 素 xE 4， 由 题 设 存在 vE 4， UX = e， 
且 v" 关 0 人 否则 0=vx=e 了 矛盾 . 
令 xv = ww， 则 mw 关 0， 不 然 
v=ev=VXV=vw= 0 与 0 二 0 矛盾 ， 
对 w 存 在 YE A yw=e 即 yxv= e， 则 有一- 左 逆 元 素 yx， 和 和 
一 右 道 元 素 y， 且 由 8 6.6 习 题 8 知 yx = > 多 已 知 yxv=e 得 
Xv= evX=e 联合 则 得 x 存在 逆 元 素 . 

10. xy ~ Xnynl = x, — xX) ys t+ XY — ye) 

< x ~ xs yd + drol jy. — yl 
由 Cauchy 序 列 有 界 得 (*,y,) 为 Cauchy 序 列 再 由 
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lxsy -xyjls< lx, -台风 +itxlly my 
XX Yay YXYy, 


站 题 7.1 


” 1. 零 算 子 为 线性 , 和 且 TCM) = {0} 为 紧 集 . 
2， 若 《Xx,) 有 界 ; 则 存在 子 序列 (y，) 使 得 (7 1y,) 收 钱 ， 
月 (y) 存 在 一 子 序列 (z。) 使 得 (2z;) 政 钙 . 则 (Ti+ TT2) (2z，》 
一 Tz, 十 722zn 收 代 0 
又 (Q7 1) (2n) =aT zn 收 全 
叉 紧 算 子 为 有 界 算 子 故 CLX, 了 ) 为 B( 和 X,Y 了) 的 子 空间 . 


3， 对 任意 的 TEC(X, 了 )， 根 据 1.4-7(g) 在 C(X,Y》 
中 存在 一 序列 (TT,), 依 BCX,Y) 的 范 数 收敛 于 7, 由 BCX,Y? 
为 完备 及 7.1-5 知 7 为 紧 的 即 了 ECCXY) 

4. 由 习题 3 知 C(X, 了 ) 为 B8(X, 了 ) 中 闭 子 空间 ， 再 根 
据 1 .4-8 及 2.7-14 知 C(X, 了) 为 完备 . 

5. 由 人 ,xs<ixl 可 得 


6。 才 7 为 紧 的 ， 由 M 有 界 知 7(M) 为 紧 的 .反之 ， 


T(M) 为 紧 的 ， 若 8 为 XX 的 任意 有 界 子 集 ， 存 在 足够 大 的 正 
数 r 有 BCrM = {xE XI x=ry，yE€ M}) 由 T 为 线性 T(B)CC 


T(rM)=rTOMDWMW TB) Cr T(M), 根据 紧 集 定义 
rTOMD 为 紧 的 ， 了 0B) 亦 为 紧 的 . 

7。 由 定理 7,1 - 3 可 得 (可 将 有 界 序 列 除 以 其 界 ， 变 为 
学 数 不 超 过 1 的 向 量 序 询 ). 

8. 由 /为 线性 知 T 亦 为 线性 .再 由 /有 界 
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[Tx = |f Cx)| el <C lx 

知 7 有 界 . 再 者 dim7 ( 芝 ) 过 1 由 定理 7.1-4(a) 得 证 . 

9. 不 难 证 ， T 为 线性 、 有 界 ， 且 dimT(X) 1 ,再 由 
7,1-4(a) 得 证 ， | 

10. 将 7,1-4 定 理 与 7.1-5 定 理 结 合 起 来 得 证 . 

11. 投影 算 子 为 线性 、 有 界 的 利用 7.1- (4) 可 证 ， 

12. 证 明 过 程 类 似 于 7? .1-6 例 ， 

13。 辐 习题 12， 

14. 令 To,, [*->l” x=(£;)EL™ 


T,Xx= 《3 人 1, 0, 0， ee ) 


| ;| Ix 
| (7 一人。 = Sup -7 < nr 


1 


由 7.1-5 得 证 . 
15. 由 4 为 紧 的 ”由 2.5-6 知 TT(4) 为 紧 的 ， 再 由 2.5-24 


ee 


其 为 闭 的 .由 T (4)cCT( 4) 推 得 TCA) TCA) = 和 (4 

故 T(A) 是 紧 集 T( 4) 的 子 集 且 为 亲 ， 根 据 2.5 节 习题 9 知 
元 (4) 为 紧 的 ， 故 7(4) 为 相对 紧 的 . 
习 7 .2 

1， 对 给 定 的 e>0， 空 间 共 有 一 e/ 2 一 圆 M = {x1,…X;!: 因 
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此 了 包含 于 s 个 球 B(X;e/2), ,B(xX,，e/2) 之 中 , 由 YY 为 无 限 。: 
其 中 一 球 必 包 含 Y 之 无 限 子 集 Z， 其 直径 小 于 e/2+e/2=. 
2， 设 (x,) 为 节 中 任意 Cauchy 序 列 ， 由 六 为 紧 的 则 (x,) 
存在 一 收 化 的 子 序列 ， 如 x。，-~>xEX， 当 ce， 令 z>(0 因 
《x，) 收 化 且 (x,) 为 Cauchy 序 列 则 存在 使 得 


d (xX, ,, %) < d (Xn Xs, ) < (ngs ">N) 


由 
d (Xs, X) EA(Xs Xa ) + d(x,,, %) < + 人 = 
(ni n>N) 
知 (x;) 收 伊 证 得 XX 和 元 备 . 


反之 对 于 实 直 线 K 其 为 完备 ， 但 非 紧 的 〈 即 非 有 界 的 ) 
3， 由 7,2-2 引 理 (o) 知 紧 性 = 一 之 全 有 界 性 . 
反之 : 在 KK 中 开 人 区 间 (0, 06) 为 全 有 和 略 的 , 但 非 紧 的 《 推 半 的) 。 
4，。 若 万 为 紧 的 ， 由 7.2-2(c) 则 其 为 全 有 界 的 ， 再 由 习题 
2 知 其 为 完备 的 . 


反之 ， 由 7.2- 2(b) 令 已 = 六 及 克 = 态 知 碟 为 紧 的 ， 
5.。 因 XX 为 紧 的 则 其 为 全 有 界 的 . 
6， 算 子 人 了 ,， 大 们 六 由 
TX= Yn, 1 0 0) 
定义 (其 中 wj; 为 习题 中 所 表明 的 ) 
由 [全 ,为 线性 、 有 界 ， 由 7.1-(a) 得 知 了 .为 紧 的 再 由 1.2 节 中 
Schwarz 不 等 式 (11) 
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oo 2 
IT-TJalz= Bn 
oo oo 2 
= | 之， 站 
< iI 1 ik El | 


这 绚 洱 者 上 人 一 了 | ->0(n>oo) 应 用 7.1-5 命 题 得 证 
7. 对 习题 6 中 的 7 ,7;, 易 验 证 47 + p7: 亦 为 同类 算 于 . 


又 Tx= (7;) = (Ej /Vj) 定 义 一 紧 线 性 算 子 ,但 王 守 [aj |? 
= 工 二 发散， 
天 


8. 不 可 能 存在 ,因为 1 为 不 可 分 的 (参看 1.3-7 及 7 .2-3}) 
9. 可以. z 
10， 设 T ,x= (hié1 ;AE i000)， 刚 7 由 7 .1~-4(9) 
全 芝 国 令 se>0， 存 在 对 所 有 yj>>AN hi| <*， 且 令 2>> 
N， 则 


Tx- T= 三 | 
ce , ,| < hl 


虽 | 一 TT 才 e .由 7.1-5 知 了 为 紧 的 ， 


习 怠 7.5 
1， 由 S = 了 ?为 紧 的 ， 由 定理 7.3-1 知 3 的 特征 值 为 可 数 
目 4= 0 为 可 能 存在 的 唯一 坠 点 ， 再 应 用 6.4-2 多 项 式 谱 肌 射 
定理 知 
o(S)=0o(T)= [oT 
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则 a (TT) 为 可 数 且 4= 0 为 可 能 存在 的 唯一 聚 点 . 

2， 由 为 紧 的 则 对 对 中 任 一 有 界 序 列 (x,)， 其 含有 一 
有 界 子 序列 其 象 在 Y 中 收敛 ， 再 由 T;: 为 紧 ， 存 在 一 子 序列 其 
在 Z 中 收敛 ， 故 T27 为 紧 的 [参看 7.1-3.7.3-2 与 7.1-2 (0) ]。 

3. 由 7.3-1 定 理 知 绝对 值 大 于 A>0 的 特征 值 为 有 限 ， 再 
由 定理 7.3-3 知 对 应 每 一 特征 佳 去 0 的 特征 空间 的 维 数 为 有 
了 眼 ， 故 命题 得 证 . 

4. 设 有 CCX 为 任 一 有 界 集 , 则 7 (Bo 为 有 界 ( 定 理 2.7-7) 
故 M =T:T1(B) 为 相对 紧 的 ， 则 YH 为 紧 的 , 由 2.5-6 及 2.5-2 
知 T 卫 s(M) 为 紧 且 闭 的 ;再 由 Ts(M) CTCM) 则 T3(M) CC 
Ts (CM) 则 Ts(M) 为 紧 的 (2.5 节 习题 9) . 
另 一 证 明 ， 设 (x,) 为 了 中 任意 有 界 序列 ， 则 (Tx,) 为 有 办 
(2.7 节 》,(T2T1x;) 含 有 一 收敛 的 子 序列 (y6) (7.1-3)， 则 
《Tsy;) 收 仑 (2,7-9, 1 ,4-8)， 则 TT2T1 为 紧 的 (7 .1-3). 

5， 设 (x,) 为 有 界 ， 如 对 所 有 的 nlx, 和 志 C， 则 

ISxs < |S lx.l < ISt cc 

赦 (SX) 为 有 界 ， 由 了 为 紧 故 (Sx,) 含 有 一 子 友 列 (53x,,) 使 
得 (TSx,,) 收 敛 ， 此 即 证 明 TS 为 紧 . 

6， 若 TT 为 紧 的 则 T* 个 亦 为 紧 的 (7.,3-2) 
反之 ; 设 T* 了 为 紧 的 ， 令 (x,) 为 有 界 ， 如 上 xsl <C， 则 其 含 
一 子 序列 x， 使 得 (TY*7x，) 收 敛 ， 故 对 任意 e>>0， 存 在 一 六 
使 得 


IT*Tx., ~T*Tx, | < (k, />N) 
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由 此 得 出 

ITx., -Tx.l = IT Cx,, -x ) | 
= < (TTX,, -TTX, ) XX, —%.,> 
<|T*Tx, —T*Tx, ,| lx,. 


一 Xi (3.1-2) 
<IT*Tx,, -T*7Tx, | :2C<e 
(7, kR>N) 


( 则 7x。) 收 敛 因 而 7 为 紧 的 . 
7. 7T* 为 线性 有 界 (3.6-2) ， 由 引 理 7.3-2 知 
TT* 为 紧 的 ， 又 TT*= (T*)* 了 T*， 由 习题 6 得 知 7* 为 紧 

的 . 

8， 否 则 ，2727 ”= 了 7 7 =7， 由 引 理 7.3-2 知 其 为 紧 的 ， 

这 与 引 理 7.1-2(b) 矛盾 ， 

9. 令 NW= NGT)， 假 设 dimV =ce， 则 N 含 有 无 限 多 

个 线性 无 关子 集 ， 从 中 可 取 一 各 项 均 不 同 的 序列 (x,), 现 孝 

察 开 。= Span{xi ,Xn}， 则 ， 区 ICKsC…， 各 为 NN 的 真 

闭 子 空间 ， 且 每 个 人 K; 均 是 ,; | 的 真子 集 ， 设 y= |xD -xy 


由 2.5-4 (用 9= 六 ) 行 在 一 y2€ KK，， 使 得 1ys| =1， 且 1 
kb | > ， 还 存在 一 y;:€ :使 得 上 ys =1， 且 js -yy 川 渤 
,| ys 加 是 之 十 ， 等 等 由 此 就 得 一 无 限 序列 (y,) 使 得 
[yn | = 1， 若 P 顽 9 有 yp -yi 之， 因此 ， : 
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(4) liyp -Aysd 宇 It/2 (p+z#q) 
骨 ypEAN， 则 有 0=7yp= (7 -41)yp， 因 此 ， 
(B) 7 yp 一 4yp 
因 1 关 0， 由 关系 (4) 与 (B) 得 知人 Ty 中 不 含有 收敛 的 子 序列 _ 
但 这 与 7 为 紧 的 且 (yp) 有 界 相 矛盾 ， 因 此 ，dimA = co 不 可 
10，、 在 习题 9 中 得 Ty = 4yw， 因 此 7 "yn= 427yn 由 7” 
是 紧 的 ， 则 序列 (人 ?yo)》 = (4?*y nn) 应 有 一 收 钙 的 子 序列 ， 但 
拍 4 到 0 及 习题 9 解答 中 之 (4) 得 
lA yn ~— Ar yo > "| /2 (m 9) 
故 不 可 能 ， 由 此 矛盾 使 命题 得 证 ， 
11. 车 dimX = ce， 则 7 = 7 不 是 紧 的 [参看 7.1-2(50) j， 
老 1=1 闻 0 得 dimN(T，) = dim 和 = co 
又 ; 车 dimX = ce 则 7 =0 为 紧 的 .对 4=0 得 dimAN() = 
dimA = oo 
12， 车 dimN( 人 人) =ce， 则 NT ) 中 包含 一 无 限 的 直 交 
序列 (x,)， 因 此 7T,x,=0 即 7Tx,=Ax,: 用 §3.2 的 习题 1 对 任 


阁 m 且 n 了 7 有 
Tx, ~ Tx := Ax, — Axnl ?= xx 一 和 
=2 14l? 
出 4 关 0 及 上 式 可 知 序列 (Tx;) 不 会 含有 收敛 的 子 序列 ， 根 据 
(xu) 为 有 界 这 就 与 了 的 紧 性 相 不 盾 . 


13， 类 似 于 习题 9， 若 假设 dimN(T?) =ce， 从 2.5-4 可 
得 出 (ym), jy =1.yw6E N(T))=o01 同 时 |y。~y 之， 
对 mwmz 9， 因 此 (参看 课文 7,3-4 证 明 靠 末尾 的 地 方 ) 
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0= Tiy,= (WW -01 ) yy, 
因 人 为 茶 的 县 ?为 有 界 的 ， 由 到? = (TS)?= (ST)?*=S?T? 
知 为 紧 的 ， 故 (Vy4) = (4? yw) 必 含 一 收敛 的 子 序列 ， 但 由 
“4 隆 0 因 而 4 去 0 且 


i? yn 一 Ap 2 /2 (m 关 9) 


知 这 是 不 可 能 的 . 

14. 反之 ， 若 0ED(7T)， 由 7.1-2(a) 及 6.2-3 知 了 -1= 
RR(7) 存 在 、 有 界 且 定义 在 全 空间 区 上 ， 再 由 7.3-2 知 7!7 
= 天 =;! 为 么 的 ， 但 这 与 7.1-2(b) 了 矛盾 ， 

15， 著 1=0 N(T':) = {x 15;,=0) 

老 1=1 NC(TI)= {x)82,-1=0} 

车 14 关 0,，4 关 1 N(T') = {0}. 


了 不 古 邓 的. 
司 题 7.4 
1， 在 7.4-15 引 | 理 证 明 中 ， 对 (3) 式 使 用 了 ， 对 * mi 得 
-一 Ty 2ym= A:(y, —X2) X22 EN .i 


T?y,—T ys = A (y,—Xp) XEN,-I 
[Ty ~ Tyrl > 14"1 /2 
其 他 相同 . 
2.， 设 赂 。= 必 1 且 ?>m， 则 由 xEAi 青 溯 
0= Trix=T"*i(T" -nx) 
逢 TI-"*xEN, =N。 有 Tx= Ta(T?-"x)=0 遇 
XE€N,.. 
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3， 由 6.2 节 习题 9 知 4Ep(T) 曹 涵 1Epo(T) Uo,(T》 
(后 面 7.6-4 定 理 证 明 4 友 0 时 1€p2(7T)) 
4. 了 的 勾 性 证 明 类 似 7.1-6 例 
若 4 = 二 0 则 (1，0，0，*…) 为 对 应 之 特征 向 量 则 AE€ op(7》 
兴 4 关 0 由 1 X= Ax 得 Snr1 二 n14*E1 由 %€ 8 知 
61=0 因而 x=0 即 4¢o,(T) 
5. 若 4 头 0 为 使 7x= 4x 则 由 0= 451， 
E11/ Nn 1) = An =2, 3)—>%=0 即 1EDO(7) 


若 4=0 令 Tx= (7);) 则 m1=0 故 RCT) 关 产 
有 0 革 go。 本) 又 因为 obp(T;=$8 故 0E€o,(T). 
6. 0 为 特征 值 ， 特 征 向 量 x, = (0，0，…，0，1) 
当 n->co 即 习 题 5 中 情况 无 特征 值 ， 转 化 为 剩余 谱 . 
7. {a;} 中 任 一 aj; 均 为 的 特征 值 ， 由 0o(T) 是 闭 集 、 


[0，1]= {a;}Co(T). 根据 7,4-4(0，1]Cop(7T). 
由 定理 7 .3-1 知 T 不 能 为 紧 的 . 

8， 由 T"x= (El En wh) 囊 NN(T")={x€E [Ej= 
0，j 记 mm} 故 不 存在 整数 m 使 得 N (T") = NN(T"*+!) 

又 7T "1(X)=T"(X) 对 1 为 非 负 整数 均 成 立 ， 敢 
他 0 = 0. 

9。， 若 41 儿 [0，1j 则 TT71x(f) =x()/(t-) 故 
0o(T) = [0，1j 为 不 可 数 ， 再 由 7.4-4 与 7.3-1 知 者 了 7 为 双 的 
则 与 其 共有 不 可 数 个 特征 值 矛 盾 . 

10, o(7T)={0, 2}, 414=0 时 r=1l 4=28r=1li 
4 头 0,2 r=0 上 且 
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N (To)= {a(l1, 1)); N(T;,)={y(1, ~ 1)} 
ToR2)=1{pB(1, -1)}; Ts(R?)={6(1, 1 )} 


1。 控 孙 定义 为 
jy) = fo(T ,x) = g(x) 其 中 y=T,% 
由 全 ,与 g 均 为 线性 知 f 亦 为 线性 


2. 方程 组 2 hEh = (j= 1, 1) 


有 一 解 x= (£1/，…，,) 的 充分 必要 条 件 是 
对 齐 次 线性 方程 组 


po ls 
所 有 解 b= (DB)) 均 满足 
2 pimr=0， 


3. 令 
Q11, ; Qln £1 1 
4-( 本 -人 
GQ #1, 9 Cs 5 四 
则 由 Ax= yy 
知 ， Dainés = (7=1, 2, ***, 1) 《1) 
相当 于 第 五 节 中 的 式 (4) 为 : 
习 ing 三 (R=1, 2, ***, 1) (2) | 


其 一 解 为 1 = (pi pw 0) 


a 


由 4 .4-3 例 ， 知 
fo- 由 pm = 加 ps( 轩 ank,) 


= E(B 9i)=0. 
4 由 定理 7.14(b5) 知 在 有 限 维 空间 中 ， 任 意 线 性 算 子 均 
为 条 的 ， 再 由 7.6-1 得 到 相应 结论 . 

5, 邻 4=T 了 -4 则 7.5 节 (1) 式 成 为 4x=y， 其 有 一 
解 的 死 分 必要 条 件 是 对 满足 (4) 式 ji = 0(k= 1, ,7) 
任意 解 @ = (w; ) 同 时 亦 满 足 (5) 式 217 ;9@; = 0, 再 利用 4 的 列 
问 量 cl，…，cx 与 点 积 ， 该 条 件 成 为 

OAs=0 (R=1, ,1)—>wy=0 
即 向 量 @ 其 若 与 4 的 所 有 列 向 量 直 交 时 则 其 亦 与 习 广 移 阵 所 有 
列 同 量 直 有 交 ， 由 此 得 知 二 和 矩阵 有 相同 的 秩 . 

6. 芒 (1; 有 解 X 是 (2) 有 解 x 尖 0 则 x+x%x 关 xx 仍 为 (1) 的 

解 ， 同 理 若 (3)? 有 解 和 且 (4) 有 解 / 关 0 则 


ffx 关 f# 仍 为 (3) 的 解 . 
7，(1) 式 Tx -4x=y 有 解 所 > (了 -41)x=2 有 人 解 
寺 >RR; = (7 ~47) "1! 存在 


其 充分 必要 条 件 为 
(2) 式 Tx-hix= 0 会 XY= 0 所 > /YX= 4X 一 >%X= 0. 


8，(a) 设 所 要 求 的 (f;) 存 在 ， 但 对 革 一 mo，zno€ 4 
则 由 4.5 节 习题 8 知 ，f (zm,)=0， 这 与 fn (zm,)=1 盾 ， 


(b) 反之 ， 对 任意 1mo 令 zn, 儿 A。， 由 4 .5 节 习 题 5， 存 在 
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一 9",EX*， 其 在 4。 上 的 值 均 为 零 而 在 zs。, 上 的 值 为 1， 因 
此 对 RR 关 ro gn,(2')=0Hgn (zn )=1, 
9， 有 限 双 直 交 系 (z1，"…*26)， (ff1，***f,) 


z1，…，z, 线 性 无 关 ， 且 4。= 4。， 

10， 对 集 {zl，…，2z*} 若 >'Qxzk=0 

以 任意 的 y. 作 内 积 ， 

SapKz 1, yi>=0;=0 

同 理 可 证 {y1，"…，y |} 线 性 无 关 . 

11， 根据 3.5-1Riesz 表 示 定 理 ， 双 直 交 系 

{fzl，22 fy1，ya} 的 条 件 形式 为 zs，37>=Qi 

12， 对 玉 中 任 一 线性 无 关 集 {yi ，…y 4} 在 及 中 存在 一 
集 {z1，…， 2zn} 使 得 zu yi>=Caey， 

证 明 ， 将 {y1，…，yo 标 准 正 交 化 得 teb …，es)} 

(参看 33.4) 


则 |， yi= 3 ores es = 3 Psy 
其 中 ， 才 sS>1 Qs = 0; 若 r 之 5 B; ,= 0 因此 


trt 
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z= 2 Prise, 
则 可 得 预期 结果 ， 
《Zs y,> = 《5 Bises, 3 ji:e > 
t= 1 Ff = l 
= 2 2 Brood 


13. 车 A4= (a,) 
两 方程 组 
0116:=0 (j=1, °°, 1) 


D0 jj;=0 (k=1, 人 


具有 相同 数目 的 线性 无 关 解 〈 即 若 r= rank4 = 时 只 有 
平 几 解 ， 者 r 过 n 时 有 rn -7 个 线性 无 关 解 ) 

14. 令 dimROT)=7n7，{yt， 呈 ，y 41} 为 R(T) 的 一 基 

由 4.5-75| 理 的 结论 中 得 知 ， 存 在 g. EY*(k=1,*…，1) 
使 得 g,(y;) = 0i (参看 定理 7.6-3(a) 的 证 明 部 分 ) . 且 {gb 


…，g} 线 性 无 关 ， 事实 上 ， 若 习 uge=0， 风 
wo 人 
= aigs (yi) =0 


仿 xXE 了， 则 TxE R(T)， 具有 表示 式 
ZX= fx) y+ + fi (XYy, 
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其 中 f ,EX 
这 组 少 着 | 
98C7X)= (T*og,) (x) = f(x) 
下 面 证 明 {f1，…，f,} 线 性 无 关 ， 对 于 y;， 存 在 x/€ XX 使 
得 [Xx; = yi;. 令 Bifit+*…+B,f,=0 则 ， 


bp; = (2 Bsfs) (i) 一 > Bej (wi) 
= Bi(T'gi) x) =D pigrTn) 


= 之 geky1)=0 


,给 定 级 数 为 一致 收 八 ， 通 过 逐 项 积分 ， Tx 可 由 
四 CL0，zZ] 则 7x=0 当 日 仅 当 x = 0， 
厂 y(0) 关 0， 则 上 述 级 数 各 项 在 ys=0 时 为 霉 ， 故 7YX= y 无 
解 . 


屏 题 7.7 


1. 在 这 种 情况 下 ，(2) 中 的 了 为 2 除 方 阵 ，x 与 y 为 2 行列 
问 量 ， 或 是 非 齐 次 方程 组 对 任意 给 定 的 方程 右边 的 向 量 y 均 
有 了 瞧 一 解 ; 或 是 对 应 齐 次 方程 组 至 少 有 非 平凡 解 ， 在 第 一 种 
情况 下 ， 同 样 适用 于 其 转 置 矩 了 泗 .， 在 第 二 种 情况 下 ， 齐 次 方 
程 组 与 其 转 置 方程 组 具有 相同 的 (n -7) 个 线性 无 关 解 ， 其 中 
?为 系数 矩阵 的 秩 数 ， 

2， 将 (1) 式 乘 以 连续 国 数 z 并 在 [ac， 上 积分 ， 


| za)ds -pl (| Rs (dt)a(s)ds | 
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b -~ 
-| y(s)z(s)ds 


由 于 函数 连续 ， 故 可 交换 积分 次 序 ， 并 将 s 变 换 为 {，i 换 为 s。 ， 
“后 得 到 


| ze 一 中 | het, s)z(D dt |xCs)ds 


. 


bh ~ 
= | y (s)z(s)ds 


因此 车 方 括号 […] 内 的 表达 式 对 菜 一 z 关 0 为 0， 则 (1) 没 有 ， 
解 ， 除 非 > 使 得 对 所 有 […] = 0 的 解 z 均 有 
/ | yozCs)as=a 


这 就 具体 说 明了 定理 7,5-1. 
3， 例 如 
La， bj]= £0, 1] 


1 
< 1€ [0,1] 
1 


且 x(1) 在 [0,1] 连 续 | x(1)di 0, 


‘xdt 0D<S< 到 


则 (Tx) (CS) = | As i x(t)di= | 
C&C 


扼 Txg¢ CIO, 1) 
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4 令 Tx(s) = | KGs, Ddt, 
则 (1) 式 成 为 Tx~ix=y 


(1) 


由 7.3-1 定 理 当 二 | 之 1 即 w71 之 1 时 


—1 


“一 -天 人 1 -天 ) y =y+HTy +HUeT2g2 + 


mu b rp 
又 GTy)Cs)| = | K (s,t)y(t)dt 


<(b-a):M'|y| 


Tyl/ yl <6-oM 
即 jz 之 1. 
故 Neumann 级 数 收 敛 ， 


5. 令 |.*di=C 
MN xCs)=u C+ 
| xcods=| (uct+ 1)ds 
C=uC+l1 z 
即 C=1/( -4H). (4 去 1)， 
代入 x(s) -p| x dt= 1 


得 x(s) =1/(1 一 且 )。 (uz1) 
Neumann 级 数 


$7 


X= 一 pyY+HL yt uy +) 
其 中 y= -1 Ty= -1/ Tiy= -1/4, "TT'y= -1/p 
PL x(Cs)y=1+u+tpu2te =1/(d -nu) (lu <1) 
对 应 齐 次 方程 , 
XxX(s) -4| x(at=0 
24 关 工时 x(s)=0 
&= 1T 时 x(s) =C ( 任 阁 ) 
此 结果 与 7.7-3 定 理 一 致 


t b 
6， 令 | zcoat=a 及 | y(S)ds=c 


解 方程 得 x(s) = y(s) + ukoc/fl - nko(b -o)] 
又 Neumann 级 数 


X= y+tul YYy tuTYy + 


有 hp X(S) =y (s) + LRoc + 42Ric(b — a) 
th Ric(h — a)2+* 


x(s)= y (3S) + WRoc/[1 - nuRo(b — a)] 
lu| <1/Ro(b — a) 


mn b mf 
7.。 由 (Ty) 5)=| K (s,t) vy (1t) dt 
“~ t b : ~ 
(f° ?2y)(s) -| K(s,t+) | K (11,1)Yy (Datl|an 


brrb ~ 
| || K(st)K (tadn|y wat 


对 n 可 归纳 证 明 
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(人 “y) (5s) I KdK ot) mK dn ddh 
“dts | y Gd 
其 X(3S) = y (s) tp) KoD 》 (fd 
+ | Kos, fy (ft)dt+e 
到 y (s) + 可 [Kots, 1) + LEK e025, 1) + LK cs) 5s 


1) + “|y (t}dt 


其 中 Ka(s,tf)= KK(s,1) 
Mm bm 
= (+ 十 K Cs,t, 1) y*(t) dt. 


b 站 
又 Ks,1) -| “| K(s,t)K (ts, fo) oo K (fe_19t) dat 


eoodt,_l 


b b b 
- | | "| KSADK Cis ta) K fo-st) dh 
dis |Ke Cu,t) du 


b 
-| KwCss 4)° K (ust)ds 
8 . K'(s,1) 抒 Ks, {) 
K2(s,t)= Sra sinS. sin 31 


Kl(s,t)=0 (1 三 3,4,*"*) 
$39 


» Kl(s,t,u)= (dsins* sin2t+ Qisin2s。sin 31) 


1 . . 
十 s LRA sin §° sin 31 


9, Kils,t)= KK(s,1) 


Kls, 1) 三 | (3 0. sinnscosnu ) 


en 


Ks(s,1) = KK,(s, 1)=*=0 
. “Cs)= (+ Ks,t) y (dt, | 


10，(1) 式 成 为 
x (8) - us| 4 +t)x) dt = Cs) 


今 fa +Dx(D0di= ce (未 知 常数) 


则 x(D) -ptc= y(t) 
(1 +1)x(1)= pci(l +1) + y(t) (1 ++) 
| 
| (1 +i)x Cat= pc| (+h di 
0 


:| a +t) y (tudi 
， 
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DO t ~ 
cl: 一 人 =| a +1) y (dt 


oo 
当 h= 寺 代 入 对 应 齐 次 方程 
6 | 
x (9) -5s| (+ x df- 


| 
S$ | arpxkDdi= 
得 x(s) = ks (gk 为 任意 ) 
若 K 寺 6/5， 方程 有 唯一 解 为 ， 
X(S) = y(s) + | (1 +1) y Ct) at 
-| 


11. 与 习题 10 方 法 类 似 ， 得 
特征 值 1= 1/n=e: -1 特征 函数 e”. 
12。 原 式 为 


2 nd 
X (3) -wsins| cost x 1)dt = y(s) 
0 


2 是 
今 | costx (tf)dt=c 


X(S) — Hsins'c = y (s) : 


乘 以 coss， 在 [0，2x] 上 积分 得 


2 党 方 
| x (s) cossds ~ pc| sin Ss* cossds 
¢ 


4] 


2 Fr 
-| cosSs* y(s)ds 
0 


得 c=| coss'y (s)ds 
故 解 为 ， 
X(S) = y (s) tusins| costy 人 df | 
13， 例 1， x ,定义 在 [0，1] 上 且 x。(b = 了 +" 
例 2 ，x, 定 义 在 [-1，LI] 上 有 上 且 yx， 人 (= | 
上 述 实 例 均 不 含 一 致 收敛 的 子 序列 ， 因 为 其 极限 函数 为 
不 连续 
14. (1) 式 变 为 
xX(s) = y (3) tp| Do, (8) b; (t) x(t)dat 


= y (s) + 1 coi (3) 
ei= | bi xDd 
= ybDadtrps [oarcdbitDdt - 
令 oa= | bi (Da (hat : 
ci poises= | yDbi CD dt=y,. 


15, (0¢) Kk (s, 1) = 5 Qj(s) bj; (1)=s+t 
f=i 
Qi1(s) =S G2(s) =1 b(t)= 1 b(t)= 


] ~ 1 wy/ 
y= | yas y= | t y (t)dt 
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] 1 1 
人 11 一 D C21 一 33 G12 一 ] 3 U22 一 9 


| 1 
ci 一 (全 +es) 一 人 


C] C9 
(+) 


~ 16(4~2)(s+1) ~ 124ust 一 4 下 人 ~ 

X(S) = y (5s)+ 几 | ia y(nDdt 
(5) 特征 值 ， 

Hi = -6+4w 3, li2 = -6-4V 3} 

A=1/u hs=1/4 
转 征 冰 数 . 

24 _ eH 
Wi(S) = Xi(5) = 2— ns s+1 
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